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1 物理学构筑了描述世界的模型

我们首先来理解物理学是怎样的一种知识。在探索未知世界的进程中，人类
从未止步于利用感觉器官和各种工具来进行观测，而是更进一步依据这些观
测结果为世界构筑各种模型。这种异乎寻常的能力似乎仅为具有高级思维能
力的人类大脑所特有，我们至今仍然对其机理知之甚少。虽然模型植根于经
验，但确是人类大脑的创造。模型是大脑对外部世界的反映但并不等同于外
部世界。人们只是希望纷繁复杂的世界能够按照自己构筑的模型所预测的那
样运转。在形式上，模型表述为严格的因果关系，这也就意味着我们期望各
种可观测的现象都具有可重复性，即相同的条件会得到相同的结果。这种可
重复性就是所谓“客观实在”的本质意义和一切科学活动的基础，虽然我们
并不知道其根源是什么，甚至不知道是否真的有所谓“可重复性”。物理学
就开始于对“客观实在”的经验性认识。虽然原则上这个模型可以是一个记
录了万事万物全部因果信息的数据库，但人们更倾向于追求一种简洁的框
架。如牛顿体系那样，这个框架只包括为数不多的陈述。这些陈述试图将这
个世界上几乎是无穷多的自由度约化为极少的几个约束关系（比如几个公
式），并认为这些关系是普适的、基本的和精确的。

必须指出的是，物理学家利用各种实验工具、理论工具和想像力创造出来的
模型是用来描述这个世界，而不是解释世界或者发现存在的意义。物理学家
所讨论的“客观实在”仅在于“可重复性”，即同样的实验都会得到同样的
结果。物理学家以实验观测为基础利用想像力来发明概念和图像去描述“客
观实在“。我们没有任何理由认为必定会存在一种包罗万象的简洁理论或
这个物质世界的本身一定存在所谓“规律”。即使有所谓“规律”，我们也
无法知道我们所写下的模型是否就是那个“规律”。而我们这个世界最为神
奇、最为不可思议的地方就是人们迄今为止所作的努力、取得的成功似乎暗
示着这个世界存在着一般的秩序和普遍的原则。至于人们是否能够找到一
种“终极理论”描述宇宙中的一切现象，则是一个没有答案的问题。

先让我们回到牛顿的原始表述。牛顿的《自然哲学的数学原理》的出版是人
类历史上的一个重要时刻。牛顿不仅仅是解决了一系列物理问题，更重要的
是开创了一个思想体系、创立了一个优美的框架。他相信可以用普适的、简
洁的定律描述自然界。牛顿在他书中给出了著名的三个定律：

定律一每个物体都保持其静止、或匀速直线运动的状态，除非有外力作用于
它迫使它改变那个状态。

定律二运动的变化正比于外力，变化的方向沿外力作用的直线方向。

定律三每一种作用都有一个相等的反作用；或者，两个物体间的相互作用总
是相等的，而且指向相反。

牛顿创立的体系在今天看来已经变得如此的不言而喻，以至于会使我们低估
做出这一贡献的难度。事实上，这就是科学发展过程自身的特点。科学的进
步来源于新的工具、新的发现和新的思想的出现。新的工具拓展人的观测能
力、发现新的现象，是最常引发突破发生的因素。完成一个科学方向上的突
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2 1. 物理学构筑了描述世界的模型

破之前的尝试往往是复杂、凌乱和胶着的，交织着实验和理论发现、概念和
技术创新。其中绝大多数的工作并不会导致重要结果，从而不再被人关注。
而突破发生之后出现的新的理解往往是明了而自然的。原本难以理解的事
实和概念变得各安其位，似乎一切都如此之自然、如此的显而易见和理所当
然，以至于后人很难想象当初为此所作出的智力上超乎寻常的的努力。对这
一点的认识会使人们对他们正在进行的以发现为目的的智力活动有更深入的
理解。

在哥白尼之前，托勒密的本轮－均轮体系取得了很大的成就。但这一体系过
于复杂，因此人们期待着一种更简便的模型。哥白尼尝试着将太阳放在中心
并作为参考点来描述行星运动并最终取得了成功。哥白尼不是第一个提出日
心说的人，古希腊的天文学家也曾做过类似的尝试，不过却因为缺乏证据而
未被接受。到了哥白尼的时代，科学技术的进步和观测数据的积累达到了一
个新的高度，科学界“已经准备好”接受一次观念的革命。哥白尼的工作将
日心说高度定量化，在之后的一百多年的时间里被广泛接受并引发物理学的
革命。这恐怕是哥白尼始料不及的。

事实上，在哥白尼的时代，日心说本身并没有明显地优于托勒密体系。尽管
哥白尼让地球不再处于模型的中心，但他在处理行星运动的细节上与托勒密
是一致的。为了描述很多不规则的运动，哥白尼也需要要引入很多本轮。 哥
白尼的伟大贡献是扩大了人们的视野，使人们发现日心说也是一种可能的选
择，为此后伽利略等人的进一步工作打好了基础。

从哥白尼发表《天球运行论》（1543年）到牛顿出版《自然哲学的数学原
理》（1687年）的这段时间里，为这场物理学革命做出最重要贡献的有第
谷、开普勒和伽利略。第谷做出的一系列精密测量是此后建立严密理论的基
础。第谷去世后，接替他的位置的是其助手开普勒。开普勒是哥白尼的坚定
支持者，并具有非凡的数学能力。

火星的轨道一直是天文学上空的一朵乌云。无论是托勒密还是哥白尼都没能
对其轨道的不规则性做出满意的描述。开普勒在第谷的数据基础上利用了五
年的时间尝试了各种圆周的组合后才偶然发现椭圆才是真正的答案。这期间
他所构造的圆周组合模型中的许多都要比托勒密和哥白尼的更精确，但是仍
然与第谷的精密测量结果有差距。只有椭圆才即简单又精确地给出了行星
轨道。这就是开普勒第一定律：行星沿椭圆轨道绕太阳运行，太阳位于椭圆
的一个焦点上。只有到这时，哥白尼体系的威力才真正显示出来。由于不再
有匀速的圆周运动，开普勒需要为行星寻找新的运动规律。这一次，他发现
了开普勒第二定律：对于任何行星，它的径矢在相等的时间内扫过相等的面
积。没人知道开普勒是如何发现这个规律的。更为天才的是开普勒的第三定
律：行星绕太阳运动轨道半长轴的立方与周期的平方成正比。它建立了不同
行星之间的关系，是一个从来没有被觉察到的规律。不知道开普勒是如何想
起来去研究不同行星间的关系，更不知道他为什么会关注半长轴与周期的关
系，似乎有一种神秘的直觉在引导，完全是神来之笔。有了这些发现以及伽
利略的望远镜观测后，哥白尼体系才取得了决定性的胜利。

通常，新的发现或者被遗忘，或者被物理学家小心翼翼地纳入到已有的框架
之中，而并不一定会导致突破。只有在形成足够的积累之后，思想的嬗变才
能产生普遍的影响。通常发生的是，一个产生重要影响的发现出现后，人们
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总是可以在早些时候的研究中找到相同或类似的工作。但这些早期的工作由
于没有出现在合适的时间或环境中而未带来革命性的影响。新的发现通常是
不完善的、粗糙的，甚至发现者本身可能都没有充分意识到它的重要性。发
现的过程往往是曲折迂回地在试探中前进，有时甚至出发点都有可能是错
误的。但新的发现会启发和激励一些人继续沿着那个方向探索下去。大部分
的情况是，这些后续的工作并没有导致有重要意义的结果，从而不再被人关
注。只有一少部分会发展起来。这往往要经历多人的努力。我们今天学习到
的都是经过前人长期的完善后留下的精华，可能已经不易看出它的原始的模
样，也不会有许多人了解这个过程中曾出现过的曲折。这会给正在学习阶段
的学生留下一个不正确的印象，似乎物理学从来在逻辑上和方法上都是一个
近乎完美的知识体系。完美的事物使人愉悦，但可能会引导学生只关心那些
已经成熟的领域。然而不成熟的领域才会有更多的新发现的机会。

经历了千年的努力，科学在牛顿时代达到了一个顶峰。我们在此不再更多地
回顾这段历程，而是基于牛顿体系去仔细审视人与世界的关系并进一步揭示
物理学知识体系的结构。这种结构并非是一个物理学知识体系最初的样子，
而是之后对已有知识进行系统梳理的结果，其目的在于给出一个清晰的逻辑
框架。需要特别注意的是，逻辑固然为科学探索所必须，但远远不是全部。
梳理后的框架已经略去了发现的过程，并不能反映发现的全貌。例如，实验
会更多地以观测的面目出现逻辑体系中，而事实上实验的作用则更多地体现
在发现新的现象、新的效应。新大陆的发现更依赖于实践、眼界、勇气、想
法、品味、运气和灵感。但由于力学比较直观化，所以在本课程中我们会更
侧重于知识的框架。更为重要的是，这样一个结构总是建立在一系列基本假
设基础之上，深刻理解这些基本假设才会知道现有知识的边界在哪里、怎样
进一步拓展知识的边界。

模型中要包含一系列可观测量，例如时间、空间、质量、速度、电荷、力、
电场、磁场、温度等等。可观测量来源于“客观实在”反映到大脑中的映
象又是模型与世界的接口。每一个可观测量都对应具体的测量过程并将
测量定量化，否则没有意义。模型的另一部分是一系列定律（也称为假
设），例如在惯性参考系中适用于宏观、低速、弱引力场条件下的运动方
程F⃗ = ma⃗。这些定律是人的创造。如果没有对应具体的测量，公式中的变
量，如F⃗、m、a⃗，也就只有数学意义。如果数学方程解出的结果是可以测量
的，那么就可以验证方程的解是否能以足够高的精度符合测量结果，从而判
定模型的优劣。这里的一个微妙之处在于既然模型是对世界的描述，那么也
应同样适用于测量仪器，亦即模型本身赋予了一个仪器测量结果的意义。例
如，牛顿力学断定一个自由粒子（无外力作用）呈现匀速直线运动。那么我
们就可以把该粒子当作时钟来计时：时间的数值正比于位移。我们也可以采
用其他任何物理学所能描述的运动（如行星、刚体、电磁波）来作为时钟。
总而言之，我们能测量什么、怎么测量由模型决定。这里的令人困惑之处是
既然模型本身是人发明的，那么诸多可测物理量是否也是人的创造？回答是
双重的：可测物理量是人对世界中存在的事物的抽象；而一个量怎么测及其
大小依赖于人为的规定。事实上，空间和时间并不是独立于物质运动的背景
舞台，只是表明一种次序，没有绝对意义。例如，同样是作为时钟的自由粒
子，我们可以规定时间是位移的任意函数t = t(l)，只是选择t ∝ l会让与之匹
配的运动方程呈现一个简单的形式F⃗ = ma⃗。其他的规定一般地会导致复杂
的运动规律。对于一个模型的基本要求是始终满足定律之间的自洽性、定律



4 1. 物理学构筑了描述世界的模型

与测量之间的一致性以及实验与模型预言高度相符，而追求简单性无疑是一
个方便的策略。



2 惯性参考系

我们将对牛顿力学进行进一步的梳理。牛顿力学是宏观、低速、弱引力场条
件下的唯像有效理论。尽管物理学家在近代已经发展出比牛顿力学更为成
功的框架，但牛顿力学是一个非常典型而又比较直观的范例，可以让我们体
验物理学的方方面面。牛顿力学的可观测量至少要包括时间、空间、质量、
力。我们需要做的是在宏观意义下定义可观测量的测量方法、给出运动规
律。

在当前的国际单位制中，时间的单位是秒，定义为“与铯133原子基态两个
超精细能级间跃迁对应的辐射周期的9,192,631,770倍”，其基础是量子力
学和电磁相互作用。长度的单位是米，定义为“光在真空中1/299,792,458
秒的时间间隔内所经路径的长度”，其基础是相对论和电磁相互作用。然
而，如果将牛顿力学作为一个完备的模型看待，我们需要采用不依赖于量子
力学和相对论的定义。为此，米仍由国际米原器定义。米原器的材料是90%
的铂和10%的铱的铂依合金，保存在巴黎国际计量局，保存条件是0◦C，一
个大气压。一个基本要求是米原器必须足够“刚性”。然而，在有长度的定
义前，我们并没有先验的办法确定刚性的程度。可以如此规避这个循环论
证：原则上任何一根杆都可以作为长度标准，采用不同的杆会导致不同的运
动方程，我们挑选的是可以使观测数据用一个简单的运动方程足够好地描
述的那一个。时间的定义也是类似的情形。有了长度之后，只要规定了时间
与位置的对应关系把时间测量转换为位置测量，原则上我们可以选取任何
一个运动来定义时间。也可以采用另一种不依赖于长度定义的方案：把时间
测量转换为计数。这时需要的是往复的运动。每当运动回到某一个设定点计
数n就增加1。可以令时间t是n的函数。我们发现采用地球自转、公转、单摆
等等并规定t ∝ n（在此规定下的往复运动称为周期运动），运动方程可以以
一种简单的形式足够好地描述各种观测数据。需要注意的是，在没有定义时
间以前所谓周期运动是没有意义的。原则上我们当然可以规定t是n的任意函
数。但发现只有t ∝ n才给出了简单的运动规律形式。另外，这种简单的正比
关系还是存在单位这样一个概念的基础。只有采用了正比关系才可以定义一
个量的单位。

即使在牛顿之前，人们就已经在使用各种各样的时钟。但这些时钟只是建立
在人的感觉基础之上，而不是以任何物理定律作为依据，可称为经验时钟。
牛顿力学开始于对行星运动的研究。这时我们不妨取地球自转作为时钟，每
一圈定义为一天。在此基础上建立的运动方程可以很好地描述行星的运动。
反过来，这个运动方程还可以告诉我们地球作为一个不错的刚体，其自转确
实很接近周期性运动，因而与将其定义为时钟是自洽的。但我们还需要定义
更短的时间单位。为此，我们相信描述行星运动的方程也同样适用于地面上
的运动，可以发现单摆等也可以是很好的周期运动并可依此定义更短的时间
单位。现代的时间单位定义基于量子力学的原理，可以达到极高的精度和稳
定性。一般地，一个新的单位定义方法总是来源于新的原理的运用，否则不
会对其精度和稳定性有本质的提高。当基于新原理的测量精度已经优于之前
的方法时，单位的定义就需要更新了。

5
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我们作为观测者需要一个参考系来放置实验室，开展实验测量。有了一个参
考系作为基准，我们可以通过测量长度和角度来建立一个坐标系，写下空间
每一点的坐标，进行空间位置的测量。坐标系可以是任意的，可以是直角坐
标也可以是球坐标，甚至是不固定在参考系上，如处理刚体问题时可以选择
与刚体一同运动的坐标架。只要能够将空间参量化，如何选择坐标系往往是
为了方便。为了测量时间，我们还需要把时钟固定在参考系中。于是一个粒
子在某一时刻所处的空间位置就可以确定下来。任何测量都应该是局域的。
为了将不同位置的测量协调起来，我们需要一种方便的办法对它们进行同
步。显然一个由一群彼此相对静止的粒子的组成的刚体是达到这个目的最好
的办法之一。自然界提供了很多非常好的物质体系可以看作刚体。

一个理想的情况是，任何一个刚体都应该可以作为参考系，它们之间不应该
有任何区别。没有任何先验的理由告诉我们哪个刚体更适合做参考系，选择
哪一个完全是观测者的自由。这种没有任何特殊参考系、任何观测者均应等
价的要求只有在广义相对论中才会实现。在牛顿力学中，我们选择了一类称
为惯性系的特殊参考系作为测量的基准，并有如下假设。

假设IA

存在这样一个参考系，其中任何自由粒子都做匀速直线运动，称为惯性系。

由于之前已经定义了时间和速度，所以匀速运动有了明确意义。自由粒子是
指外力作用为零。迄今为止的发现表明粒子间的相互作用有四种类型：万有
引力、电磁作用、弱相互作用和强相互作用。如果只考虑原子核尺度以上的
物理，就只需关注引力和电磁作用。电磁作用在很大程度上可以通过屏蔽效
应来消减。万有引力随距离呈平方反比关系，因此只要与其他粒子足够远就
可以把相互作用降到足够低。另外还可以通过设计合适的电场分布来抵消引
力。无论是电磁屏蔽还是用电磁场抵消引力，并不是真正没有力作用在粒子
上，只是合外力为零，其实现需要有关于电磁场的详细知识。然而描述电磁
现象的麦克斯韦方程组同牛顿定律一样需要在惯性系中成立。于是，一方面
需要用惯性系中的知识来实现自由粒子，另一方面又需要用自由粒子来印证
惯性系。这种情形只是体现了模型的自洽性：为相互作用写下的形式需要能
够实现自由粒子。最终的判据来自实验。设想我们指定了一个参考系为惯性
系并已知运动定律，这时如果我们实验发现依此实现的自由粒子并非做匀速
直线运动，则有两种可能性：此参考系并非惯性系或者运动定律不准确。

惯性系的存在性是牛顿在建立其理论体系时面临的一个问题。他的解决办法
是引入绝对空间的概念。绝对空间是万事万物运动的舞台，是一种可以脱离
物质而独立存在的实在。它像一个屏幕，物质的运动就像是上演的电影。绝
对空间本身就是一个惯性系。然而，实验并没有发现绝对空间存在的迹象。
我们更倾向于认为所谓时间和空间需要基于测量。脱离测量而空泛地谈论时
间和空间没有意义。而测量则是基于一个参考系。所以脱离具体的参考系空
泛地谈论时间和空间也是没有意义的。

假设IB

任何一个与惯性系相对静止或作匀速直线运动的参考系也是惯性系。
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该假设是有关惯性系结构的一个陈述。没有任何先验的理由要求我们必须选
择惯性系。最理想的情况下，我们希望所有的参考系都互相等价。但在牛顿
力学中我们还无法做到这一点，而是选出了一类特殊的参考系，即惯性系，
来作为模型成立的前提。由假设IB可知，这类参考系有无穷多个。这里有一
个值得注意的地方：相对静止的参考系仍为惯性系容易理解，但相对于一个
惯性系作匀速直线运动的参考系也是惯性系这一点似乎并不显而易见。后面
相对论的部分将试图回答这个问题。

假设IC

物理定律在惯性系间满足协变性。

所谓协变性即是有相同的形式。没有理由要求在一切观测者看来物理定律都
有相同的形式。一般地，每个参考系中的观测者都可以有自己参考系中的物
理定律。不同参考系中的定律在形式上可以不一样。这种情形并不意味着不
存在物理学了。我们总可以指定某一个参考系及其观测者作为标准，给出物
理定律的一个标准形式。其他观测者给出的定律可以通过变换而得到。我们
不能期望所有的观测者都能看到相同的物理定律。但是很幸运，经验表明，
我们不是只能选择一个参考系及其观测者作为标准，我们可以有一类（无穷
多个）叫惯性系的参考系对于物理定律等价。例如，非惯性系中规律的形式
会不同。尽管不是全部的参考系，但有一类无穷多个等价的参考系也已经很
好了。这是一个折中的方案，它选取了惯性系这一类参考系，其中的观测者
能看到同样的物理定律形式。人们尚不能完全理解为什么恰好存在这样一类
参考系。协变性对物理定律的数学形式提出了严格的限制。

图 2.1: 三维转动

我们先只讨论相对静止的惯性系之间的协变性。简单起见，取直角坐标系
对空间参量化，并让两个惯性系S和S′及其坐标架有相对转动并原点重合。
一般地，一个规律可能写为如下形式：

∑
iQi = 0。为了保证协变性，每一

项Qi在坐标变换下必须保持不变，这样才能使物理规律始终写为
∑

i Qi =
0的形式。这样的量称为标量。
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很多时候一个量会随着坐标系的变化而变化。我们有时会发现三维空间中的
某三个量之间有一定关联，它们在坐标旋转变换下总是满足一定的变换关
系。例如某一个点的三个坐标(x, y, z)，对于图2.1那样的变换有

x′ =(cos γ cosα− cos β sinα sin γ)x+ (cos γ sinα + cos β cosα sin γ)y
+ (sin γ sin β)z

y′ =− (sin γ cosα− cos β sinα cos γ)x− (sin γ sinα− cos β cosα cos γ)y
+ (cos γ sin β)z

z′ =(sin β sinα)x− (sin β cosα)y + (cos β)z (2.1)

简化为二维的情形，x-y平面相对转一个角度θ，如图2.2。同一点在两个坐标
系的坐标分别为(x, y)和(x′,y′)，它们之间的关系是

x′ = r cos(ϕ− θ)

= r cosϕ cos θ + r sinϕ sin θ
= x cos θ + y sin θ (2.2)

y′ = r sin(ϕ− θ)

= −r cosϕ sin θ + r sinϕ cos θ
= −x sin θ + y cos θ (2.3)

其中，r =
√

x2 + y2。

图 2.2: 二维转动

我们把如此关联在一起的三个量称为一个矢量。一般地，一个矢量记为Q⃗ =
(Qx, Qy, Qz)。一个矢量的三个分量在坐标变换下与r⃗ = (x, y, z)有相同的变换
关系。需要强调的是有大小和方向并不一定是矢量，例如有限转动。矢量必
须与r⃗的变换方式相同。

将变换系数用λ代表，三维空间的变换可以记为

Q′
x = λ11Qx + λ12Qy + λ13Qz
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Q′
y = λ21Qx + λ22Qy + λ23Qz

Q′
z = λ31Qx + λ32Qy + λ33Qz (2.4)

二维转动的情形

Q′
x = Qx cos θ +Qy sin θ

Q′
y = −Qx sin θ +Qy cos θ

Q′
z = Qz (2.5)

假如一个物理规律在S参考系中可以写为
∑

i Qix = 0、
∑

i Qiy = 0和
∑

iQiz =
0。可以证明在S′参考系中∑

i

Q′
ix =

∑
i

(λ11Qix + λ12Qiy + λ13Qiz)

= λ11

∑
i

Qix + λ12

∑
i

Qiy + λ13

∑
i

Qiz

= 0 (2.6)

类似地，
∑

i Q
′
iy = 0和

∑
iQ

′
iz = 0。这样，由于每一项Q都有相同的变换关

系，在S′参考系中物理规律就与S有着相同的形式。此时，我们可以将规律写
为更简洁的形式：

∑
i Q⃗i = 0。这个形式就意味着在任何一个参考系中它的

每一个分量都为零。这里的要点是所有的Q彼此都按照同样的由λ给出的形
式进行变换。但这并不一定要求Q⃗与r⃗有相同的变换关系。然而通常r⃗或其导
出的量会出现在某一个或一些Q⃗中，所以将矢量定义为与r⃗有相同的变换形式
就是一个最合理的做法了。协变性表明不同惯性系的观测者是等价的，物理
定律在不同的惯性系中有相同的形式。观测者没有办法通过物理定律的形式
来区别两个惯性系。协变性对定律的数学结构给出了限制。

举一个物理中的例子。在二维空间，某个粒子的运动方程在S中可以写为

m
d2x
dt2

+ f(r)x = 0

m
d2y
dt2

+ f(r)y = 0 (2.7)

函数f(r)只依赖于r。在S′中运动方程变换为

m
d2x′

dt2
+ f(r)x′ = 0

m
d2y′

dt2
+ f(r)y′ = 0 (2.8)

其中m在参考系转动下保持不变，是标量。该运动方程在不同参考系下有相
同的形式，因此具有协变性。具有协变性的方程可以简单地写成一个不依赖
于坐标系的矢量形式

m
d2r⃗
dt2

+ f(r)r⃗ = 0 (2.9)
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为了方便讨论矢量及参考系间的变换，需要引入一个记号，叫矩阵。三维的
变换可以记为

r⃗ ′ = Λr⃗ (2.10)

其中

r⃗ =

x
y
z

 , r⃗ ′ =

x′

y′

z′

 ,Λ =

λ11 λ12 λ13

λ21 λ22 λ23

λ31 λ32 λ33

 (2.11)

这些符号都是矩阵。

对于一个绕z轴的转动

Λ =

 cos θ sin θ 0
− sin θ cos θ 0

0 0 1

 (2.12)

矩阵的乘法是相应的行和列的乘积。例如

Λr⃗ =

λ11 λ12 λ13

λ21 λ22 λ23

λ31 λ32 λ33

x
y
z

 =

λ11x+ λ12y + λ13z
λ21x+ λ22y + λ23z
λ31x+ λ32y + λ33z

 (2.13)

又如 γ11 γ12 γ13
γ21 γ22 γ23
γ31 γ32 γ33

λ11 λ12 λ13

λ21 λ22 λ23

λ31 λ32 λ33

 =

ω11 ω12 ω13

ω21 ω22 ω23

ω31 ω32 ω33

 (2.14)

其中

ω11 = γ11λ11 + γ12λ21 + γ13λ31 (2.15)
...

上式简记为
ΓΛ = Ω (2.16)

矩阵的转置定义为将矩阵的行变为列，列变为行。例如

r⃗ T =
(
x y z

)
(2.17)

ΛT =

(
λ11 λ21 λ31
λ12 λ22 λ32
λ13 λ23 λ33

)
(2.18)

可以证明
(AB)T = BTAT (2.19)

来看一下转置的用途

r2 = r⃗ T r⃗ =
(
x y z

)x
y
z

 (2.20)
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可以得到矢量r⃗长度的平方。 由于矢量的长度在变换下保持不变

r′ 2 = r⃗ ′ T r⃗ ′ = r⃗TΛTΛr⃗ = r2 (2.21)

所以任何Λ必须满足

ΛTΛ = I =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (2.22)

I称为单位矩阵。

r⃗本身是矢量。一个有用的方法是使用矢量的长度和沿矢量方向的单位矢量
来标记矢量：r⃗ = rr̂。

一般地，物理学家从实验中得到一些启发，着手尝试各种可能的物理规律的
形式，以便找到一个可以比较好地描述实验观测的方程。协变性为这种寻找
提供了一个很强的限制，因而使物理学家更加有目的性。一个常见的构造物
理量的方法使从已知的矢量出发，通过运算得到新的矢量或标量。下面就讨
论这种可能性。首先让我们找到更多的矢量。速度定义为

v⃗ =
dr⃗
dt

(2.23)

可以证明v⃗是矢量：

v⃗ ′ =
dr⃗ ′

dt
=

d(Λr⃗)
dt

= Λ
dr⃗
dt

= Λv⃗ (2.24)

v⃗和r⃗满足同样的变换，所以是矢量。同样可以证明加速度a⃗也是矢量。

矢量的和定义为

a⃗+ b⃗ =

a1 + b1
a2 + b2
a3 + b3

 (2.25)

矢量的和仍然是矢量：

a⃗ ′ + b⃗ ′ = Λa⃗+ Λ⃗b = Λ(⃗a+ b⃗) (2.26)

矢量和标量的乘积定义为
b⃗ = µa⃗ (2.27)

b⃗的长度是b = |µ|a，方向是b̂ = sign(µ)â。 容易证明矢量与标量的乘积是矢
量：

b⃗ ′ = µ ′a⃗ ′ = µΛa⃗ = Λµa⃗ = Λ⃗b (2.28)

一个例子是动量。

我们可以定义一种运算叫标量积：

a⃗ · b⃗ = a⃗ T b⃗ =
(
a1 a2 a3

)b1
b2
b3

 = a1b1 + a2b2 + a3b3 (2.29)
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标量积利用两个矢量构造一个标量：

a⃗ ′ · b⃗ ′ = a⃗ ′T b⃗ ′ = a⃗ TΛT Λ⃗b = a⃗ T b⃗ = a⃗ · b⃗ (2.30)

a⃗ · b⃗在坐标转动下不变，是标量。为方便计算，我们需要找出一种计算标量
积的更直观的算法。利用a⃗ · b⃗是标量的性质，可知对坐标进行变换将得到同
样的标量积。变换后，让a⃗和b⃗都处在x-y平面上，并使得a⃗与x轴正方向重合。
这样

图 2.3: 标量积和矢量积

a⃗ · b⃗ =
(
a 0 0

)b cos θ
b sin θ
0

 = ab cos θ (2.31)

也就是标量积是两个矢量的长度之积再乘以夹角的余弦。 如果 a⃗ · b⃗ = 0，那
么a = 0或b = 0或a⃗⊥b⃗。再有a⃗ · a⃗ = a2。 从两个矢量出发通过标量积构造一
个标量例子是功：W = F⃗ · s⃗。

从两个矢量出发还可以定义一种运算来得到一个矢量。 c⃗ = a⃗× b⃗叫矢量积。
其中

c1 = a2b3 − a3b2 (2.32)
c2 = a3b1 − a1b3 (2.33)
c3 = a1b2 − a2b1 (2.34)

通过代数的方法可以证明c⃗是一个矢量。证明较繁，此处略去。 我们可以找
到计算矢量积更加直观的办法。首先，

a⃗ · c⃗ =
(
a1 a2 a3

)a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1

 = 0 (2.35)

同样 b⃗ · c⃗ = 0。因而a⃗、b⃗垂直于c⃗。 下面我们需要找出c⃗的指向和大小。
与处理标量类似，我们可以让坐标系转动（矢量长度不变）， 使得 a⃗ =( a

0
0

)
，b⃗ =

(
b cos θ
b sin θ
0

)
，则 c⃗ =

(
0
0

ab sin θ

)
于是a⃗，b⃗，c⃗满足右手定则，c = ab sin θ。
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事实上，通过矢量积得出的矢量与我们通常的矢量并不一样。我们把通常
的矢量叫极矢量（polar vector），而矢量积得到的矢量叫轴矢量（axial
vector）或赝矢量（pseudovector）。基矢量和轴矢量在坐标转动变化下的
行为没有区别，但它们在镜面反射变换下的行为不同。

两个矢量积的例子：

角动量： J⃗ = mr⃗ × v⃗。 洛仑兹力： F⃗ = qv⃗ × B⃗

矢量积的性质：

a⃗× a⃗ = 0 (2.36)

a⃗× b⃗ = −b⃗× a⃗（无交换律） (2.37)

a⃗× (⃗b+ c⃗) = a⃗× b⃗+ a⃗× c⃗（分配律） (2.38)

a⃗× (⃗b× c⃗) ̸= (⃗a× b⃗)× c⃗（无结合律） (2.39)

为了方便，我们经常使用基矢量。三维空间的三个基矢量分别沿三个轴，长
度为1。

î · î = ĵ · ĵ = k̂ · k̂ = 1 (2.40)

î · ĵ = ĵ · k̂ = k̂ · î = 0 (2.41)

î× ĵ = k̂ (2.42)

ĵ × k̂ = î (2.43)

k̂ × î = ĵ (2.44)

一个矢量可以表示为A⃗ = Axî+ Ay ĵ + Azk̂

矢量积可以写为

A⃗× B⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ (2.45)

右边的项叫行列式。

以上仅考虑的是两个相对静止的参考系间的变换。对于做匀速直线运动的参
考系，有如下假设。

假设ID

惯性系间满足伽利略变换。

为简单起见，使用直角坐标系，让两个坐标系的原点在t = t′ = 0时重合，两
坐标系的坐标轴平行，A′相对于A的速度为v⃗。这时伽利略变换表示为

r⃗′ = r⃗ − v⃗t (2.46)
t′ = t (2.47)
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由此还可以得到速度变换关系u⃗′ = u⃗− v⃗。

之所以伽利略变换不能采用如图2.4所示的方法来得到，是因为r⃗′和r⃗不在同
一个参考系，它们的坐标由各自参考系中的测量仪器决定，没有理由保证
由(x, y, z)表示的矢量和由(x′, y′, z′)表示的矢量可以简单地按照数学的方式相
加。矢量相加的法则只适用于同一个参考系中。

图 2.4: 不可靠的伽利略变换推导

伽利略变换的一个直接推论是两个事件对一个惯性系的同时性也意味着在一
切惯性系中的同时性。这个有关同时性的陈述意味着在牛顿力学中时间是绝
对的。



3 力与质量

假设I是关于参考系的陈述。我们现在需要一个惯性系中的运动方程。为此，
牛顿首先写下F⃗ = ma⃗，这里力F⃗和加速度a⃗都是有大小有方向的矢量，m是
质量。力代表外界的驱动。加速度是粒子对外界驱动的响应。质量刻画了响
应的程度，称为惯性。在此，牛顿假设了外界的驱动可以表示为某种形式，
使得响应与之成正比。这显然是一种最简单的选择。到此为止我们还需要关
于力的详细知识以便描述运动。经过尝试，牛顿发现由以下力的形式可以非
常准确地导出太阳系中行星的轨道：

F⃗1 =
Gm1m2

r2
r̂12 (3.1)

F⃗2 =
Gm1m2

r2
r̂21 (3.2)

r̂12和r̂21分别是从粒子1到2和从2到1方向上的单位位移矢量。两粒子间存在
以上形式的相互吸引力，被称为万有引力。力的方向沿两粒子的连线。力的
大小正比于粒子的质量，与两粒子间的距离呈平方反比关系。万有引力的两
个要点是与距离成平方反比和与质量成正比。此两点就可以完美地导出开普
勒的三个定律。

假设万有引力也适用于地球上物体。一个物体在地球表面上受到的地球引力
称为重力。重力大小正比于质量。因此利用力的平衡（本质上就是合力为零
时加速度为零）就可以很方便地确定两个物体的质量之比。于是人们定义了
一个保存于国际计量局由铂铱合金制成的标准质量，称为国际千克原器，大
小指定为1 kg。这样就有了质量的操作性定义。在此定义下，

G = 6.6742× 10−11 N ·m2/kg2 (3.3)

力的单位是牛顿（N），1 N = 1kg ·m/s2。

有了重力就可以方便地对各种力进行测量、标定。在牛顿的万有引力定律出
现之后的大约一百年的时间里，人们在实验中又发现除质量外一个粒子还需
要引入另一个粒子的内禀性质，称为电荷，用来描述实验中发现的另一种相
互作用，称为静电作用。在一个惯性系中静止的两个电荷间的静电力大小为
（库仑定律）：

F =
1

4πϵ0

|q1||q2|
r2

(3.4)

q为电荷，单位是库仑（C）。与引力不同，电荷可正可负，静电力可吸引
也可排斥。电荷同性时相斥，异性相吸。1 C的定义是：两个电荷量均为q、
距离为1 m的静止粒子，如相互作用力为8.988 × 109 N，则q = 1 C。ϵ0 =
8.85× 10−12 C2 ·N−1 ·m−2，称为真空介电常数。

简单的计算就可以表明，对带电粒子（电子、质子等）而言，静电力远大于
引力，这时引力可以忽略。两个电子之间的引力：

FG ∼ 6× 10−11 (10
−30)2

r2
(3.5)

15
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两个电子之间的静电力：

Fk ∼ 1010
(1.6× 10−19)2

r2
(3.6)

二者的比值
FG

Fk

∼ 10−17/10−28 = 10−43 (3.7)

这个比值大致相当于光通过一个质子所需时间与宇宙寿命之比。与静电力相
比，引力非常弱。只有在电中性环境下，引力才能显著表现出来。甚至对于
中性粒子（原子、分子等），由于极化的存在，相互作用也仍由静电力主导
（比如范德华力）。对于中性的天体而言，其巨大的质量使得引力成为起主
导的相互作用，静电力可以被忽略。

在迄今为止发现的四种基本相互作用中，引力和电磁作用的有效范围非常之
广，从亚原子尺度到实际上无限远。这两种力在我们的日常生活中起决定作
用。对于荷电体系，引力通常微不足道，只有电磁力才是唯一重要的力。例
如，电磁力是把电子束缚在原子核周围形成原子以及所有原子、分子间相互
作用的来源，决定了各种固体、液体、气体的性质，主导着这种化学反应和
生物过程。在宏观上，我们日常所见的许多作用力均是静电作用的结果，如
弹性力、表面张力、摩擦力等等。这些非基本的作用力在微观上都来源于大
量电荷之间的静电力。任何一个描述非基本力看上去简单的公式都是对微观
上基本相互作用求和的结果，本质上都是电磁作用。

在讨论万有引力时，有一处很不自然。出现在牛顿运动方程中的质量代表惯
性，是一个物体抵抗外力的能力。而万有引力中的质量是决定力大小的内禀
性质，与电荷类似。原则上，我们应该赋予每个粒子两个独立的内禀参量：
决定惯性的惯性质量和决定引力的引力质量。二者的物理意义完全不同。然
而实验发现引力质量在极高的精度内（10−11）与惯性质量成正比。例如，二
者的正比关系造成在地球上初始条件（初始位置、初始速度）相同但质量不
同的两个粒子，其运动轨迹相同。考虑到惯性质量和引力质量刻画的是完全
不同的性质，二者成正比这个实验事实显得极为不平凡。然而虽然很难相信
二者之间的这种关系纯属偶然，但直到有了爱因斯坦的广义相对论，其等价
性才有了一个自然的解释。既然二者等价，一个方便的做法是选取合适的引
力常数G，使得引力质量与惯性质量在数值上相等，并有同样的单位。

之前我们曾经用重力来定义惯性质量。然而由于惯性质量与引力质量的物理
意义完全不同，我们更希望有一个独立于重力的对惯性质量的定义。于是有
了如下假设来代替牛顿运动方程并不依赖于力定义质量。

假设II

在惯性系中观测一个相互作用粒子组成的孤立（无外力）体系，总可以将
每一个粒子赋予一个与参考系和相互作用无关的正的常数µ(i)，并有如下性
质：

∑
i µ(i)v⃗(i)，v⃗(i)是速度，对于这个相互作用的粒子系统在任何时刻都

有相同的值，而无论粒子间相互作用是什么。

值得注意的是
∑

i µ(i)v⃗(i)这个性质满足协变性。该假设隐含着相互作用
的传递不需要时间，是瞬时的、超距的。我们可以定义惯性质量，简称
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质量。不失一般性，给定两个粒子0和i，在相互作用前后，µ(i)∆v⃗(i) =

−µ(0)∆v⃗(0)。令粒子0的质量为1 kg。粒子i的质量大小定义为m(i) = µ(i)
µ(0)

。
质量是一个粒子的內禀性质，不依赖于参考系、运动状态和所受到的相互作
用。有了质量之后可以定义动量：p⃗ = mv⃗，p⃗是矢量，并有所谓动量守恒定
律：孤立系统动量守恒。

我们的目标是确定体系中每个粒子的运动轨迹。如果粒子间没有相互作
用，则每个粒子都会做匀速直线运动。如果存在相互作用，一般地，粒子
的速度会随时间改变。为了描述相互作用，我们引入力的概念，定义为F⃗ =
dp⃗/dt = ma⃗。事实上力的定义具有相当的任意性。原则上力可以是p⃗和t的任
意函数：F⃗ = F⃗ (p⃗, t)，只是这时运动方程和力的表达式通常不再具有简单的
形式。有了力的定义后就需要对每一种相互作用通过尝试来写下它的表达形
式，以使得运动方程能够足够好地描述粒子的轨迹。例如，牛顿猜测引力是
平方反比力，带入牛顿运动方程后给出了开普勒通过实验观测得到的三定
律。没有办法能够依靠逻辑先验地给出力的表达式。基于以下的观察，力是
个有用的工具。

力可以帮助我们将运动约化成为一个简洁的物理定律。一般地，关于一个体
系的完备信息由每个粒子在每个时刻的位置构成。但是我们发现可以有一个
等价（即包含了完全相同的信息量）的方式。这种方式需要知道力的表达形
式，以及在某个时刻的初始条件即可。牛顿最重要的贡献就在于他发现了这
种约化的可能性。之后的科学发展都遵循着这条道路。

实验观测经常会发现如下事实：两个构成相同的体系A和B，如果在某个时
刻，A中每一个粒子都与B中相应的粒子有相同的位置和速度，那么A与B在
所有时刻的运动状态都会相同。如此的行为暗示着描述相互作用的力应该仅
是粒子的位置和速度的函数而不含有更高阶的位移对时间的微分，否则初始
条件就不能仅包括位置和速度。

通常力可以叠加。考虑三个粒子组成的体系。作用在第一个粒子上的力F⃗1可
以分解为F⃗12和F⃗13两项之和，并且即使第三个粒子不存在F⃗12仍然不变，两个
粒子之间的力不受其他粒子的影响。一般地，F⃗i =

∑
j ̸=i F⃗ij，即力可以按照

粒子对来分解。F⃗ij只与i和j两个粒子有关。更进一步，我们发现对于同一类
相互作用，F⃗ij都可以写成同样的形式（通式）而不依赖于具体粒子。 这样
力所依赖的变量就变得很简单。如果力没有普适性（想象一下每两个粒子之
间的力的形式都不同的情形），则我们将可能需要一套完全不同的框架（至
少不能用力的概念）来描述世界。

在宏观上，力是一种方便的唯像工具，接近人的直观感受。这些力的根源往
往是电磁力，但用有了力的概念就可以不必考虑相互作用的细节，而只是唯
象地给出形式，只要足够准确就可以很方便地描述这些宏观上的非基本相互
作用。可以想像如果我们不使用摩擦力，而是对每个原子之间的相互作用求
和，那将会是一个灾难。一般地这些力的形式需要通过实验来确定，当然也
可以从微观上推导出来（这是统计力学的一个任务）。但由于大量粒子的存
在，并不是每种非基本的相互作用都可以方便地从微观上推导出来。



18 3. 力与质量

只考虑两个粒子的相互作用，

F⃗12 =
dp⃗1
dt

(3.8)

F⃗21 =
dp⃗2
dt

(3.9)

那么，

F⃗12 + F⃗21 =
d
dt
(p⃗1 + p⃗2) = 0 (3.10)

于是有，
F⃗12 = −F⃗21 (3.11)

如果两个粒子间有相互作用，第一个粒子作用到第二个粒子上的力与第二个
粒子作用到第一个粒子上的力大小相等，方向相反。这就是牛顿第三定律。
事实上，第三定律只是对力的性质进行了一些描述，完全不能与前两条定律
放在同等的地位，况且力并不是牛顿力学中对相互作用的唯一描述方法。更
近一步，第三定律在很多时候与观测不符，原因是引入了力这种超距、瞬时
的方式来描述相互作用不合理。例如考虑两个运动电荷之间的相互作用（如
图3.1），Q1在Q2处产生的磁场为0，因而Q2受到的Lorentz力为0。而Q2在
Q1处产生的磁场不为0，Q1受到的Lorentz力也不为0。在这种情况下作用力
不等于反作用力。

图 3.1: 作用力不等于反作用力

到此我们已经搭建完成了牛顿力学的框架。如果发现牛顿力学与实验不符，
我们能做些什么呢？可能发生的事情是：一、参考系可能不是惯性系；二、
孤立体系一直是讨论各种问题的一个重要前提，也许某个系统并不是那么孤
立；三、某个假设不是很好，例如用力这种超距、瞬时的方式来描述相互作
用。



4 不变性

不变性又称对称性，指的是在一个观测者看来将被研究系统变换后仍然得到
一个满足同样物理原理的系统。例如，把一个粒子体系的每一个粒子每一时
刻的位置都在空间上平移一个相同的位移后仍然是一个可以实现的体系。不
变性并不意味着协变性，协变性也不意味着不变性。我们期待物理世界有很
多对称性，如由于空间均匀性所导致的平移不变性和由于空间各向同性导致
的转动不变性。这些对称性为物理定律的形式给出了严格的限制。

先考虑空间平移不变性。空间平移不变性说的将被研究的系统在空间上进
行平移后仍然满足同样的物理规律。在这里观察者是同一个。具体地讲，考
虑两个全同的系统A和A'。A是一个真实的系统，A'暂时是一个假想的系统。
A'中每个粒子在任何时刻的坐标都与A中相应粒子的坐标沿某一确定方向平
移相同的距离a。由于我们坚信空间平移不变性，我们断定A'也是一个可以
实现的真实系统。于是观察者为了描述运动而写下的物理规律（方程）应该
同样好地描述A和A'的运动。这就为物理规律可能的形式提出了限制，要求
物理规律必须有某种特殊的形式。一方面，由于A'是由A衍生出来的，所以
与A相比A'的运动除了在空间上平移之外没有别的区别，完全是A的复制。
因此在数学上将描述A的方程中的坐标都平移a就可以描述A'的运动。另一方
面，由于A'也同样是一个可以实现的真实的物理系统，所以如果将方程中的
所有坐标都直接写成A'的坐标也可以得到描述A'运动的方程。但是上述的两
个方程必须完全相同。这就要求物理规律必须有某种特殊的形式。否则一般
地不能保证两个方程相同。

例如考虑相互作用的两个粒子的一维运动。观察者通过研究决定将描述物理
规律的运动方程写为：

m
d2x1

dt2
+ α

dx1

dt
+ βx1 = F (x1, x2) (4.1)

m
d2x2

dt2
+ α

dx2

dt
+ βx2 = −F (x1, x2) (4.2)

将A系统两粒子的坐标记为X1和X2。将运动方程运用到A上，称为一个实
现，这时有

m
d2X1

dt2
+ α

dX1

dt
+ βX1 = F (X1, X2) (4.3)

m
d2X2

dt2
+ α

dX2

dt
+ βX2 = −F (X1, X2) (4.4)

数学上，在式 4.3中进行代换X ′
1 = X1 + a和X ′

1 = X1 + a可以得到A'的方程

m
d2X ′

1

dt2
+ α

dX ′
1

dt
+ βX ′

1 − βa = F (X ′
1 − a,X ′

2 − a) (4.5)

m
d2X ′

2

dt2
+ α

dX ′
2

dt
+ βX ′

2 − βa = −F (X ′
1 − a,X ′

2 − a) (4.6)

19



20 4. 不变性

另一方面，从式 4.1应该可以直接写出描述A'的运动方程：

m
d2X ′

1

dt2
+ α

dX ′
1

dt
+ βX ′

1 = F (X ′
1, X

′
2) (4.7)

m
d2X ′

2

dt2
+ α

dX ′
2

dt
+ βX ′

2 = −F (X ′
1, X

′
2) (4.8)

而式4.5和4.7必须完全相同。这就要求β = 0。另外要求对于任何a有F (X ′
1−

a,X ′
2 − a) = F (X ′

1, X
′
2)。一个合理的期望是F (x1, x2) = F (x1 − x2)，而不

是x1和x2单独的函数。这样运动方程可以写成

m
d2x1

dt2
+ α

dx1

dt
= F (x1 − x2) (4.9)

m
d2x2

dt2
+ α

dx2

dt
= −F (x1 − x2) (4.10)

下面我们继续说明对称性还要求α = 0。

一个重要的对称性是所谓时间反演不变性。时间反演不是时间倒流，而是说
把运动反过来。如图4.1，一个粒子从0时刻运动到T时刻，这时另一个粒子
原路返回，从T时刻运动到2T时刻，并且r⃗ ′(t) = r⃗(2T − t)。

图 4.1: 时间反演

时间反演不变性是说系统A的时间反演状态A'也是一个真实的物理系统。例
如把地球的运动反过来则仍然是可能的运动。于是就要求运动方程必须满足
某种形式，否则不能用来描述时间反演不变性的系统。在数学上，将X(t) 都
换为X ′(2T − t)就得到A'系统的运动方程：

m
d2X ′

1(2T − t)

dt2
+ α

dX ′
1(2T − t)

dt
= F (X1 −X2) (4.11)

m
d2X ′

2(2T − t)

dt2
+ α

dX ′
2(2T − t)

dt
= −F (X1 −X2) (4.12)

即

m
d2X ′

1

dt2
− α

dX ′
1

dt
= F (X1 −X2) (4.13)
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m
d2X ′

2

dt2
− α

dX ′
2

dt
= −F (X1 −X2) (4.14)

但另一方面，A'也是一个真实的物理系统，运动方程可以由 4.1式直接写
出：

m
d2X ′

1

dt2
+ α

dX ′
1

dt
= F (X1 −X2) (4.15)

m
d2X ′

2

dt2
+ α

dX ′
2

dt
= −F (X1 −X2) (4.16)

以上两组方程必须一致，所以要求α = 0。 于是，对称性要求下运动方程的
一种可能形式是

m
d2x1

dt2
= F (x1 − x2) (4.17)

m
d2x2

dt2
= −F (x1 − x2) (4.18)

一般地，时间反演不变性要求运动方程中不出现奇数阶导数。

一个破环时间反演对称性的例子是带电粒子在磁场中的运动。但如果把产生
磁场的电流也反向，则仍有时间反演对称性。

我们利用对称性还可以说明F (x1 − x2) = −F (x2 − x1)，即F是自变量的奇函
数。这个对称性是所谓的空间反演不变性。空间反演即空间坐标的反号。 这
样，运动方程又可以写成

m
d2x1

dt2
= F (x1 − x2) (4.19)

m
d2x2

dt2
= F (x2 − x1) (4.20)

在某些情形，协变性和不变性可以有一定关系。例如，对应于坐标旋转的协
变性与空间各向同性导致转动不变性直接相关。考虑参考系A和A′，A′由A通
过转动得到。分别由A和A′来观测一个粒子系统的运动。现在将作为观测者
的A′和粒子系统看作一个整体。将A′和粒子系统一同作反方向转动，使得A
和A′重合，这是A和A′不再有区别。由于A中的转动不变性，所以转动后仍是
可以实现的运动。可以容易地说明协变性所要求的矢量方程会导致转动不变
性。但一般地，协变性和对称性是两种不同的性质。例如，相对论中的洛伦
兹变换指的是协变性，而量子场论中的规范变换指的是对称性。
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5 矢量算符

5.1 偏导数与全微分

考虑一个二元函数，x和y同时变化会发生什么？

∆f = f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y)

= [f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y +∆y)]

+ [f(x, y +∆y)− f(x, y)]

≃ ∂

∂x
f(x, y +∆y)∆x+

∂

∂y
f(x, y)∆y

≃ ∂

∂x
[f(x, y) +

∂f(x, y)

∂y
∆y]∆x+

∂

∂y
f(x, y)∆y

≃ ∂

∂x
f(x, y)∆x+

∂

∂y
f(x, y)∆y (5.1)

f(x, y)的全微分定义为

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy (5.2)

例：
f(x, y) = xy (5.3)

∆f = f(x+∆x, y +∆y)− f(x, y)

= (x+∆x)(y +∆y)− xy

= y∆x+ x∆y +∆x∆y (5.4)

忽略高阶小量
df = ydx+ xdy (5.5)

还可以定义高阶的偏微分，如

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
≡ ∂2f

∂x2
(5.6)

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
≡ ∂2f

∂y∂x
(5.7)

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
≡ ∂2f

∂x∂y
(5.8)

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
≡ ∂2f

∂y2
(5.9)

容易证明
∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
(5.10)
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5.2 方向导数、梯度

对于二维空间的函数f(x, y)，当x和y分别变化时，函数的变化分别为∂f
∂x
dx和∂f

∂y
dy。

现在想求x，y在某单位矢量û方向上变化时f的变化，并求出变化最快的方
向。单位矢量û = uxî+uy ĵ。其中u2

x+u2
y = 1，ux = cos θ，uy = sin θ。∆s是û方

向上的线段，则∆x = ux∆s，∆y = uy∆s。f在û方向上的变化为

∆f(x, y) = f(x+ ux∆s, y + uy∆s)− f(x, y)

=
∂f

∂x
ux∆s+

∂f

∂y
uy∆s (5.11)

于是
∆f

∆s
≃ ∂f

∂x
ux +

∂f

∂y
uy (5.12)

取极限∆s → 0
df
ds

=
∂f

∂x
ux +

∂f

∂y
uy (5.13)

称为方向导数。 定义一个量，叫梯度（后面我们会证明这是一个矢量，于是
我们用标量构造了矢量）

∇⃗f =
∂f

∂x
î+

∂f

∂y
ĵ (5.14)

则：
df
ds

= ∇⃗f · û (5.15)

类似，在三维空间
∇⃗f =

∂f

∂x
î+

∂f

∂y
ĵ +

∂f

∂z
k̂ (5.16)

由于
df
ds

= ∇⃗f · û ≤ |∇⃗f | (5.17)

我们得到df/ds的最大值是|∇⃗f |，发生在û与∇⃗f有相同方向时。在一点附
近， 沿∇⃗f方向函数变化最快。这就是梯度的直观几何意义。

把具有相同函数值的区域连接起来构成等高面（二维时是等高线）。在等高
面上，df = 0。所以 如果û与等高面相切，则∇⃗f · û = 0。因而∇⃗f与等高面
垂直， 即在垂直等高面的方向上函数变化最快。

df = ∇⃗f · ûds，因而如果df > 0，那么û与∇⃗f指向相同，所以 ∇⃗f的指向是
从低f的等高面到高f的等高面。也就是说∇⃗f指向f增加最快的方向。

在垂直于等高面的方向上
|∇⃗f | ∼ ∆f

∆s
(5.18)

因而等高面越密，梯度越大。
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梯度的一个应用是在高维空间求函数极值。

下面我们说明梯度是矢量

f是一个标量

∆f =
∂f

∂x
∆x+

∂f

∂y
∆y +

∂f

∂z
∆z (5.19)

(∆x,∆y,∆z)是矢量，而∆f是标量，因而∇f应该是矢量。

5.3 散度

考虑空间中的一个矢量场Λ⃗(r⃗)。一个体积V，如图5.1，其表面记为S。我们
想知道Λ⃗通过S的总通量Φ。 通量定义为Λ⃗对S的面积分：

Φ =

∫
S

Λ⃗ · da⃗ (5.20)

da⃗是一个无限小的矢量，它的大小是S上一个小面积元的面积，方向垂直于
面积元向外。通量代表该体积内总的源或漏。例如，已知速度场v⃗的流体，
单位时间流过面积da⃗的流量是v⃗ · da⃗，而总流量由上面的积分给出。

下面我们试图将作为通量的面积分与闭合曲面包围的体的内部性质相关联。
现在设想我们将V通过一个隔膜D分成两部分，分别记为V1和V2，然后分别
计算每个体积的面积分。 显而易见，两个面积分之和等于原来整个表面的面
积分。 ∫

S1

Λ⃗ · da⃗1 +
∫
S2

Λ⃗ · da⃗2 (5.21)

原因是D上的一个面积元对第一个和第二个积分的贡献大小相等、符号相
反。换句话说，V1通过D流出的通量又流入了V2，二者抵消。余下的表面与
原来相同。我们还可以对V继续划分下去。然而无论如何划分，我们都会有

Φ =

∫
S

Λ⃗ · da⃗ =
N∑
i=1

∫
Si

Λ⃗ · da⃗i =
N∑
i=1

Vi

[∫
Si
Λ⃗ · da⃗i
Vi

]
(5.22)

下面我们计算取极限N → ∞下一个体积元i的面积分与体积的比值。该比值
代表该体积内源或漏的平均密度。在Vi趋于0的极限下表示了矢量场Λ⃗在该点
附近的性质，称为散度，记为divΛ⃗。

divΛ⃗ = lim
Vi→0

1

Vi

∫
Si

Λ⃗ · da⃗i (5.23)

divΛ⃗表示的是对于无限小体积元单位体积的通量。如果我们知道了divΛ⃗，我
们就可以反过来得到对于任何体积的通量。∫

S

Λ⃗ · da⃗ =

∫
V

divΛ⃗dV (5.24)
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图 5.1: 通量的计算

这叫做Gauss定理，它给出了通量与源的关系。左边是矢量场的通量。如果
通量为0就意味者这个体积中没有净的源或漏。divΛ⃗可以看作源或漏的密
度。divΛ⃗的体积分是该体积中总的源或漏。

下面我们计算散度定义中极限。为此，我们需要在直角坐标系中表示divΛ⃗。
我们计算一个长方体（图5.2）的通量。 长方体的中心位于(x,y,z)，边长分别
为∆x,∆y,∆z。 首先计算上下两个面。计算这两个面的通量时只需考虑Λ⃗的

图 5.2: 长方体的通量

z分量。对通量总的贡献依赖于Λz在上下表面平均值的差别。对于下表面

−
∫

Λz

(
x′, y′, z − 1

2
∆z

)
dx′dy′
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= −
∫

Λz

(
x+ (x′ − x), y + (y′ − y), z − 1

2
∆z

)
dx′dy′

= −
∫ (

Λz(x, y, z) + (x′ − x)
∂Λz

∂x
+ (y′ − y)

∂Λz

∂y
− 1

2
∆z

∂Λz

∂z

)
dx′dy′

= −Λz(x, y, z)∆x∆y +
1

2

∂Λz

∂z
∆x∆y∆z (5.25)

类似地，上表面的通量是∫
Λz

(
x′, y′, z +

1

2
∆z

)
dx′dy′

= Λz(x, y, z)∆x∆y +
1

2

∂Λz

∂z
∆x∆y∆z (5.26)

因此上下表面的通量和是
∂Λz

∂z
∆x∆y∆z (5.27)

类似的做法可以用到其他面上。长方体总的通量是

Φ = ∆x∆y∆z

(
∂Λx

∂x
+

∂Λy

∂y
+

∂Λz

∂z

)
(5.28)

长方体体积为∆x∆y∆z。所以通量对体积的比值是∂Λx/∂x+∂Λy/∂y+∂Λz/∂z。
于是

divΛ⃗ =
∂Λx

∂x
+

∂Λy

∂y
+

∂Λz

∂z
(5.29)

定义梯度算符：

∇⃗ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
(5.30)

这是一个矢量算符，即∇⃗作用在一个标量函数上得到一个矢量。而

∇⃗ · Λ⃗(r⃗) = ∂Λx

∂x
+

∂Λy

∂y
+

∂Λz

∂z
(5.31)

于是
divΛ⃗ = ∇ · Λ⃗ (5.32)

积分形式 ∫
S

Λ⃗ · da⃗ =

∫
V

∇ · Λ⃗dV (5.33)
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6 场、势和能量

我们将讨论如何更好地描述相互作用。

6.1 场

用什么方式来描述相互作用具有很大的任意性。前面我们使用了力，可以方
便一些问题的处理。但力往往意味着超距作用。一般地，力都不会有平方反
比这样简单的关系。当相互作用的粒子运动时，力的形式会更复杂。例如，
一个振荡的电荷产生的效应会传到很远处。过一段时间后，远处的另一个电
荷才会感受到它。但这时，产生效应的电荷可能已经停止了运动。当然我们
仍然可以用力来描述复杂的情形。但是，为此我们会付出较大的代价，力的
形式会极为复杂。所以人们开始寻找更简洁方便的方法。

更成功的描述方式是粒子间通过场作为载体来传递相互作用。一个粒子在其
周围建立起场，另外一个粒子感受到场并与之相互作用。核心的想法是将相
互作用分为两部分，一部分是场的建立，另一部分是场与粒子的相互作用。
我们不再采用瞬时的超距作用，相互作用仅存在于紧邻的点之间，即相互作
用都是局域的。场的传播需要时间。一般地，在某一时刻一个粒子感受到的
相互作用不由其他粒子的瞬时状态所决定。在这个意义下，场具有和粒子同
样的真实性。在使用场描述相互作用时需要两个定律，一个是描述场的建立
（场与源的关系），叫场方程，一个是描述粒子对场的响应，叫运动方程。
在现代物理中，力的概念不存在，代之以场。

以引力为例， 一个质量M建立的场是（场方程）

G⃗ = −G
M

r2
r̂ (6.1)

运动方程是

m
d2r⃗
dt2

= mG⃗ (6.2)

看似只是将同样的事情用另一种方式写，但当相互作用变得更复杂时，这种
分离 的方式变得更为现实。例如，描述电磁作用的Maxwell方程组：

∇⃗ · E⃗ =
ρ

ϵ0
(6.3)

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
(6.4)

∇⃗ · B⃗ = 0 (6.5)
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∇⃗ × B⃗ = µ0j⃗ + ϵ0µ0
∂E⃗

∂t
(6.6)

以及运动方程
ma⃗ = q(E⃗ + v⃗ × B⃗) (6.7)

这里E⃗和B⃗是电场和磁场。没有场的概念，超出静电力的电磁相互作用不可
想象。

场满足叠加原理，所有的场源产生的总场是单个源的场之和，例如N个粒子
总的引力场是

G⃗ =
∑
i

−G
mi

r2i
r̂i (6.8)

考虑最简单的一种一般情形。有一个场，强度为Λ⃗。Λ⃗只与场的源有关。物
理原理中的场方程和运动方程分别写为

f(Λ⃗) = 0 (6.9)

m
d2r⃗
dt2

= αΛ⃗ (6.10)

α叫做耦合常数。在讨论引力问题时，耦合常数是引力质量。电磁作用中耦
合常数是电荷。耦合常数描述粒子对场的反应（事实上也描述了建立的场的
强度）。这里采用了一种最简单的方式使场与粒子耦合，即由一个参量和场
本身的乘积给出。

6.2 保守场

有这样一种场，它对任何闭合回路的积分都为0，称为保守场。例如引力场∮
G · dr⃗ = 0 (6.11)

dr⃗是沿一路径的积分元。 可以很简单地证明∮
−G

M

r2
r̂ · dr⃗ =

∮
−G

M

r2
dr = 0 (6.12)

一般地，
∮
Λ⃗ · dr⃗ = 0，如果Λ是保守场。一个直接推论是：Λ⃗ · dr⃗的积分只依

赖于路径的起点和终点，而不依赖于路径。如图6.2∫ B

A,1

Λ⃗ · dr⃗ +
∫ A

B,2

Λ⃗ · dr⃗ = 0 (6.13)

⇒
∫ B

A,1

Λ⃗ · dr⃗ =
∫ B

A,2

Λ⃗ · dr⃗ (6.14)



6.2. 保守场 31

图 6.1: 对引力场的回路积分

图 6.2: 保守场的积分不依赖于路径

这是保守场的充分必要条件。

一个非保守场的例子

二维空间

Λ⃗(r⃗) =
A

r
θ̂ (6.15)

Λ⃗(r) · dr⃗ = A

r
θ̂ · dr⃗ (6.16)

dr⃗ = drr̂ + rdθθ̂ (6.17)

Λ⃗(r⃗) · dr⃗ = A

r
rdθ = Adθ (6.18)

∫ 2

1

Λ⃗(r⃗) · dr⃗ = A(θ2 − θ1) (6.19)

如果积分的闭合回路不包含原点，积分为0，如果包含原点，积分为2π。
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另一个非保守场的例子，Λ⃗(r⃗) = A(xyî+ y2ĵ)。

图 6.3: 非保守场的积分依赖于路径

第一条路径(0, 0)
a→ (1, 0)

b→ (1, 1)
c→ (0, 1)。

积分是
∫
1
Λ⃗ · dr⃗ =

∫
a
Λ⃗ · dr⃗ +

∫
b
Λ⃗ · dr⃗ +

∫
c
Λ⃗ · dr⃗ = −A

6
。

第二条路径(0, 0) → (0, 1)

积分是
∫
2
Λ⃗ · dr⃗ = A

3
。

6.3 旋度

我们需要一种更方便的方法判断保守场。积分的方法被微分取代，将问题转
化为只与空间的一点有关。

一个闭合回路包围着一个曲面。可以将面分成多个小片。类似于散度的讨论∮
Λ⃗ · dr⃗ =

N∑
i=1

∮
ci

Λ⃗ · dr⃗ (6.20)
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这提示环路积分与面积的比值（见下式）在面积趋于0时的极限应该存在。

lim
ai→0

∮
ci
Λ⃗ · dr⃗
ai

(6.21)

这个极限应该依赖于面积元的指向n̂。n̂的方向按右手定则确定。

图 6.4: 矢量场对路径的积分

可以定义一个量叫做旋度，curlΛ⃗，它在n̂上的投影是

curlΛ⃗ · n̂ = lim
ai→0

∮
ci
Λ⃗ · dr⃗
ai

(6.22)

旋度代表环流密度，表示矢量场在空间中旋转的趋势。我们后面将看到旋度
是矢量。利用旋度可以得到Stokes定理∮

Λ⃗ · dr⃗ = lim
ai→0

N∑
i=1

∮
ci

Λ⃗ · dr⃗

= lim
ai→0

N∑
i=1

ai

∮
ci
Λ⃗ · dr⃗
ai

= lim
ai→0

N∑
i=1

aicurlΛ⃗ · n̂

=

∫
S

curlΛ⃗ · da⃗ (6.23)

这样一个矢量对一个回路的积分就表示成为了另一个矢量对该回路张成的任
意面的面积分。一个矢量对任意回路的积分为0就意味着该矢量在每一点的
旋度都是0，反之亦然。保守场的旋度处处为0。保守则无旋。这就为保守场
的判断提供了一个方便的方法，因为旋度只和局域的性质有关。我们还需要
给出一个方便的计算旋度的方法。我们将证明

curlΛ⃗ = ∇× Λ⃗ (6.24)

其中

∇× Λ⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂x ∂y ∂z
Λx Λy Λz

∣∣∣∣∣∣ (6.25)
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为证明上面的关系，先取一个正方形面积元（如图6.5），n̂ = k̂，包围该面
积的回路为c，求(curlΛ⃗)z。

图 6.5: 计算旋度的z分量

(curlΛ⃗)z = lim
a→0

∮
c
Λ⃗ · dr⃗
a

(6.26)

第一段积分 ∫
1

Λx(x, y0 −
1

2
∆y, z0)dx (6.27)

其中

Λx(x, y0 −
1

2
∆y, z0)

= Λx(x0 + (x− x0), y0 −
1

2
∆y, z0)

= Λx(x0, y0, z0) + (x− x0)
∂

∂x
Λx(x0, y0, z0)−

1

2
∆y

∂

∂y
Λx(x0, y0, z0) (6.28)

积分 ∫
1

Λx(x, y0 −
1

2
∆y, z0)dx

= Λx(x0, y0, z0)∆x+ 0− 1

2
∆x∆y

∂

∂y
Λx(x0, y0, z0) (6.29)

第三段 ∫
3

Λx(x, y0 +
1

2
∆y, z0)dx

= −Λx(x0, y0, z0)∆x− 1

2
∆x∆y

∂

∂y
Λx(x0, y0, z0) (6.30)

1+3得到
−∆x∆y

∂

∂y
Λx(x0, y0, z0) (6.31)

类似地，2+4得到
∆x∆y

∂

∂x
Λy(x0, y0, z0) (6.32)
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所以

(curlΛ⃗)z = ∆x∆y

(
∂Λy

∂x
− ∂Λx

∂y

)/
∆x∆y =

∂Λy

∂x
− ∂Λx

∂x
(6.33)

类似地

(curlΛ⃗)x = ∆y∆z

(
∂Λz

∂y
− ∂Λy

∂z

)/
∆y∆z =

∂Λz

∂y
− ∂Λy

∂z
(6.34)

(curlΛ⃗)y = ∆x∆z

(
∂Λx

∂z
− ∂Λz

∂x

)/
∆x∆z =

∂Λx

∂z
− ∂Λz

∂x
(6.35)

所以

curlΛ⃗ =

(
∂Λz

∂y
− ∂Λy

∂z

)
î+

(
∂Λx

∂z
− ∂Λz

∂x

)
ĵ +

(
∂Λy

∂x
− ∂Λx

∂y

)
k̂ (6.36)

回忆∇⃗的定义，我们有
curlΛ⃗ = ∇× Λ⃗ (6.37)

于是旋度是一个矢量，它的方向垂直于环流面。

Stokes定理也可写为 ∮
Λ⃗ · dr⃗ =

∫
S

(∇× Λ⃗) · da⃗ (6.38)

有了旋度的微分形式就可以方便地计算旋度，例如平方反比力的场

∇× r⃗

r3
=
(
∂y

z

r3
− ∂z

y

r3

)
î+
(
∂z

x

r3
− ∂x

z

r3

)
ĵ +

(
∂x

y

r3
− ∂y

x

r3

)
ĵ (6.39)

其中

∂y
z

r3
= −3z

r4
∂r

∂y
= − 3z

2r5
∂r2

∂y
= −3yz

r5
(6.40)

∂z
y

r3
=

3yz

r5
(6.41)

等等。容易证明旋度为0。

6.4 势

场Λ本身没有隐含保守性，那么如何才能自动保证保守性？由于场的路径积
分不依赖于路径，所以我们可以定义一个函数ϕ(r⃗)叫势，满足

ϕ(B)− ϕ(A) = −
∫ B

A

Λ⃗ · dr⃗ (6.42)
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积分可以选择从A到B的任何路径。我们可以选任何一点作为ϕ的零点。如果
把势作为出发点，就可以自动保证保守性。

例：引力场的势

取无限远处为0，ϕ(∞) = 0

ϕ(r) = ϕ(∞)−
∫ r

∞
−GM

r2
r̂ · dr⃗

= −
∫ ∞

r

GM

r2
dr

=
GM

r

∣∣∣∣∞
r

= −GM

r
(6.43)

例：均匀场的势

Λ⃗ = −gk̂ (6.44)

ϕ(z)− ϕ(0) = −
∫ z

0

(−g)dz = gz (6.45)

例：均匀球体的引力势

当R > a时

ϕ(R) =

∫
−G

r′
ρr2 sin θdrdθdφ

= −Gρ

∫
r2drdθdφ

sin θ√
R2 + r2 − 2Rr cos θ

= −2πGρ

∫ a

0

dr
∫ π

0

dθ
r2 sin θ√

R2 + r2 − 2Rr cos θ

= −2πGρ

∫ a

0

dr
∫ π

0

r

2R

d(−2Rr cos θ)√
R2 + r2 − 2Rr cos θ

= −2πGρ

∫ a

0

dr
r

2R
· 2

√
R2 + r2 − 2Rr cos θ

∣∣∣π
0
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= −2πGρ

∫ a

0

dr
r

R
(|R + r| − |R− r|)

= −2πGρ

∫ a

0

2r2

R
dr

= −4πGρ

R
· 1
3
a3

= −4πa3

3
ρ
G

R
= −GM

R
(6.46)

类似，当R < a时，也可以求出ϕ(R)。

利用积分可以从场得到势。那么如何从势得到场? 考虑邻近两点间势的差别

∆ϕ = ϕ(r⃗ +∆r⃗)− ϕ(r⃗)

= −
∫ r⃗+∆r⃗

r⃗

Λ⃗ · dr⃗

= −Λ⃗ ·∆r⃗

= −(Λx∆x+ Λy∆y + Λz∆z) (6.47)

同时我们还知道

∆ϕ =
∂ϕ

∂x
∆x+

∂ϕ

∂y
∆y +

∂ϕ

∂z
∆z (6.48)

所以Λ⃗ = −∇⃗ϕ。我们可以用梯度从势得到场。 利用上一章梯度的性质，我
们有

· 场垂直于等势面

· 场从势高的地方指向势低的地方

· 场的方向是势变化最快的方向

· 等势面越近场越强

Λ⃗和ϕ可以相互推出，但ϕ更方便，因为ϕ的存在已经 隐含了Λ⃗是保守场。势
自动体现了保守性。容易证明∇⃗ × (∇⃗ϕ) = 0。

(∇⃗ × (∇⃗ϕ))x =
∂

∂y

∂

∂z
ϕ− ∂

∂z

∂

∂y
ϕ = 0 (6.49)

(∇⃗ × (∇⃗ϕ))y =
∂

∂z

∂

∂x
ϕ− ∂

∂x

∂

∂z
ϕ = 0 (6.50)

(∇⃗ × (∇⃗ϕ))z =
∂

∂x

∂

∂y
ϕ− ∂

∂y

∂

∂x
ϕ = 0 (6.51)



38 6. 场、势和能量

6.5 保守系统

我们已经讨论完了场方程，下面讨论运动方程。

运动方程

m
d2r⃗
dt2

= αΛ⃗ (6.52)

我们希望将Λ⃗换成更基本的ϕ。运动方程两边对一路径积分∫ B

A

m
d2r⃗
dt2

· dr⃗ = α

∫ B

A

Λ⃗ · dr⃗ (6.53)

∫ B

A

m
d
dt

(
dr⃗
dt

)
· dr⃗
dt

dt = −α(ϕ(B)− ϕ(A)) (6.54)

左边 =
1

2

∫ B

A

m
d
dt

(
dr⃗
dt

)2

dt

=
m

2

∫ B

A

d
(
dr⃗

dt

)2

=
1

2
mv2B − 1

2
mv2A (6.55)

⇒ 1

2
mv2B − 1

2
mv2A = −α(ϕ(B)− ϕ(A)) (6.56)

⇒ 1

2
mv2A + αϕ(A) =

1

2
mv2B + αϕ(B) (6.57)

能量定义为E = T + U，其中T = 1
2
mv2叫动能，U = αϕ叫势能。在保守

场中，如果采用6.1式这用最简单的耦合方式，则可以定义一个函数称为能
量，并且能量守恒。这样的系统称为保守系统。对于一些所谓的非保守系
统，如有摩擦力的系统，事实上在微观上的仍是保守场在传递相互作用，只
是没有将微观上原子的所有运动都考虑进来。牛顿运动方程可以描述所有的
事情而不必引入能量。能量的出现本质上是用场和势来描述相互作用的必然
结果。

力可以从势能得到
F⃗ = αΛ⃗ = −∇⃗U (6.58)

1

2
mv2B − 1

2
mv2A = −(U(B)− U(A)) =

∫ B

A

F⃗ · dr⃗ (6.59)

势能也可以从力得到

U(B)− U(A) = −α

∫ B

A

Λ⃗ · dr⃗ = −
∫ B

A

F⃗ · dr⃗ (6.60)
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功定义为
∫ B

A
F⃗ · dr⃗，因而W = TB − TA，叫功能定理，场对粒子作的功等于

粒子动能的增加。

功率定义为

P =
dW
dt

= F⃗ · dr⃗
dt

= F⃗ · v⃗ (6.61)

势能的例子

引力势能

U(r) = −G
mM

r
(6.62)

对于非基本的力，由于叠加原理，仍然可以用势和能量来唯象地描写，如弹
性力

F⃗ (r⃗) = −k(r − r0)r̂ (6.63)
势能

U(r)− U(0) = −
∫ r

r0

−k(r − r0)dr

=
1

2
k (r − r0)

2
∣∣r
r0

=
1

2
k(r − r0)

2 (6.64)

令U(r0) = 0，则U(r) = 1
2
k(r − r0)

2。

6.6 一个更一般的框架

我们需要寻找一个使用势并可以替代牛顿方程的方案。

更一般地，运动方程可以有如下形式，称为哈密顿正则方程 ṗi = −∂H
∂qi

q̇i =
∂H
∂pi

(6.65)

pi, qi称为广义动量、广义坐标。对于守恒系统，哈密顿量H在势能不依赖于
速度时就是系统的能量H = T + U。可以证明，哈密顿方程与牛顿方程等
价。由所有广义动量和广义坐标张成的空间称为相空间。系统的状态由相空
间中的一点代表，其轨迹刻画系统的运动。

使用场和势的概念有重要优势。在量子力学中，我们会看到它们更重要的体
现。在更深的层次上，力消失了，但势存在下来。
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6.7 非保守场

保守场导致了保守系统。但保守系统不一定要基于保守场。例如，考虑了全
部的电磁效应（非静电）后，电场和磁场不再是保守场。但仍然可以引入势
并将Maxwell方程组等效地写为：

∇2ϕ− 1

c2
∂2ϕ

∂t2
= −ρ/ϵ0 (6.66)

∇2A⃗− 1

c2
∂2A⃗

∂t2
= −µ0j⃗ (6.67)

其中c是光速。A⃗和ϕ称为矢量势和标量势，与电场和磁场的关系是E⃗ = −∇ϕ−
∂A⃗/∂t和B⃗ = ∇ × A⃗，这并不能保证保守场。历史上，势的引入可自动保证
某些场的保守性，但势最本质的重要性在于它能彻底地保证相互作用的局域
性，而场不能，例如AB效应。

尽管电磁场不再是保守场，但我们可以通过定义场的能量使得场与粒子一起
构成的体系的总能量守恒。一般地，基于电磁作用的系统是保守系统。



7 谐振子

很多小振动问题可以归结为谐振子运动。例如，图7.1是双原子分子的势能
曲线。r → ∞时U → 0。E < 0（U +K < 0）时是束缚态。E > 0时，非束
缚态，化学键断裂。

图 7.1: 双原子分子势能图

在平衡点附近分子发生小振动。将势能在平衡点附近进行泰勒展开

U(x) = U(x0) + (x− x0)
dU
dx

∣∣∣∣
x=x0

+
1

2
(x− x0)

2 d2U
dx2

∣∣∣∣
x=x0

+ ... (7.1)

在平衡点x = x0，dU/dx = 0。在小振幅时，

U(x) = U0 +
1

2
(x− x0)

2d2U
dx2

(7.2)

这就是一个谐振子的势能曲线。

7.1 无阻尼谐振子

谐振子的运动方程是
mẍ+ kx = 0 (7.3)

解为
x = B cosω0t+ C sinω0t (7.4)

ω0 =

√
k

m
(7.5)

41
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B和C由初始位置和速度决定。ω0是角频率，周期T = 2π/ω0。

通常解还可写为：
x = A cos(ω0t+ φ) (7.6)

A叫做振幅，φ是相角，A =
√
B2 + C2，tanφ = −C/B。

解也可以写为：
x = C1e

iω0t + C2e
−iω0t (7.7)

由于x为实，C∗
1 = C2。

能量：

势能：U = 1
2
kx2 = 1

2
kA2 cos2(ω0t+ φ)

动能：K = 1
2
mv2 = 1

2
mω2

0A
2 sin2(ω0t+ φ)

E = K + U =
1

2
kA2 (7.8)

7.2 阻尼简谐运动

mẍ = −kx− bẋ (7.9)

ẍ+ γẋ+ ω2
0x = 0 (7.10)

其中γ = b/m，ω2
0 = k/m。

弱阻尼的解：
x = Ae−γt/2 cos(ωt+ φ) (7.11)

其中

ω =

√
ω2
0 −

γ2

4
(7.12)

弱阻尼的条件是ω0 >> γ。 这时振幅随时间变化很小，在振幅发生显著变化
之前已经振荡多次。

动能：
K(t) =

1

2
mω2A2e−γt sin2(ωt+ φ) +高阶小量 (7.13)

势能：
U(t) =

1

2
kA2e−γt cos2(ωt+ φ) (7.14)

总能量：

E(t) =
1

2
A2eγt(mω2 sin2(ωt+ φ) + k cos2(ωt+ φ))
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=
1

2
A2e−γt[k cos2(ωt+ φ) + k sin2(ωt+ φ)]

=
1

2
kA2e−γt (7.15)

其中用到ω ≃ ω0。于是

E(t) = E(0)e−γt = E0e
−t/τ (7.16)

τ = 1/γ叫阻尼时间。

Q因子

Q因子用来表征阻尼的程度

Q = 2π
储藏在振子中的能量

一个周期内损失的能量
(7.17)

高Q的谐振子意味着低阻尼。 在低阻尼条件下

dE

dt
= −γE0e

−γt = −γE (7.18)

一个周期内损失的能量是

∆E ≃
∣∣∣∣dEdt

∣∣∣∣ · 2πω = γE
2π

ω
(7.19)

所以

Q = 2πE

/
2πγE

ω
≃ ω0

γ
(7.20)

7.3 受迫振动

简谐振动是很多线性系统的模型。ω0和γ是一个线性系统的两个参量。那么
如果给定了一个线性系统，如何测量这两个参量？往往产生周期运动比直接
测量周期运动容易（这往往需要时间分辨的测量手段）。一个简单的做法是
对系统施加外力，看系统的反应，称为受迫振动。

mẍ+ kx = F0 cosωt (7.21)

解为

x = A cosωt (7.22)
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其中

A =
F0

m

1

ω2
0 − ω2

(7.23)

ω → ∞时，A → 0。 ω → ω0时，A → ∞。 在ω = ω0处发生共振。 ω =
ω0时A → ∞的原因是没有考虑阻尼。将x改写为另一种形式［见图7.2］，

x = |A| cos(ωt+ ϕ) (7.24)

其中
ϕ =

{
0, ω < ω0−π, ω > ω0

(7.25)

图 7.2: 无阻尼受迫振动

在共振处|A|趋于无穷大，而相角改变π。当考虑了阻尼后，在共振时，|A|不
再为无穷大，相角则由0渐变为−π。

有阻尼时

ẍ+ γẋ+ ω2
0x =

F0

m
cosωt (7.26)

x = A cos(ωt+ φ) (7.27)

A =
F0

m

1

[(ω2
0 − ω2)2 + (ωγ)2]1/2

(7.28)

φ = tan−1

(
γω

ω2 − ω2
0

)
(7.29)

如图7.3，当ω = ω0时发生共振，振幅为A = F0

mω0γ
。 在γ → 0时A → ∞。

相角在共振附近由0渐变为−π。 事实上，A极大值并不是精确出现在ω0，而
是ω2 = ω2

0 −
γ2

2
。当γ/ω很小时ω ≃ ω0。

相角φ代表驱动力与位移之间的关系。一般地，位移的相位落后于驱动
力|φ|相位［图7.4］。当驱动力频率远远低于共振频率时，位移只是略微
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图 7.3: 阻尼受迫振动

图 7.4: 位移与驱动力间的相位关系

落后于驱动力。在共振时，位移落后相位π/2。驱动频率远远高于共振频率
时，位移与驱动力几乎反相。

我们下面研究谐振子中的能量和能量转化。

x = A cos(ωt+ φ) (7.30)

v = −ωA sin(ωt+ φ) (7.31)

所以
K(t) =

1

2
mω2A2 sin2(ωt+ φ) (7.32)

U(t) =
1

2
kA2 cos2(ωt+ φ) (7.33)

注意这里不再有ω2 = k/m。有驱动时能量不守恒。我们需要对一个周期求平
均，并用到

⟨sin2(ωt+ φ)⟩ = ⟨cos2(ωt+ φ)⟩ = 1

2
(7.34)

于是
⟨K⟩ = 1

4
mω2A2 (7.35)
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⟨U⟩ = 1

4
kA2 (7.36)

⟨E⟩ = A2

4
(mω2 + k) =

1

4
mA2(ω2 + ω2

0) (7.37)

代入A的表达式

⟨E(ω)⟩ = 1

4

F 2
0

m

ω2 + ω2
0

(ω2
0 − ω2)2 + (ωγ)2

(7.38)

还可以计算出一个周期中的能量耗散

1

T

∫ T

0

bẋ2dt

=
1

T

∫ T

0

γm(−Aω sin(cosωt+ φ))2dt

=
γmω2A2

T

∫ T

0

sin2(ωt+ φ)dt

=
1

2
γmω2A2 (7.39)

能量的耗散由驱动力做功来补偿。可以证明二者相等。 驱动力功率的计算如
下。

P = F · v
= F0 cosωt · (−ωA) sin(ωt+ φ)

= −ωF0A cosωt sin(ωt+ φ) (7.40)

对一个周期进行平均，可得到平均功率，

⟨P ⟩ = −ωF0A⟨cosωt sin(ωt+ φ)⟩
= −ωF0A⟨cosωt sinωt cosφ+ cos2 ωt sinφ⟩
= −ωF0A(⟨cosωt sinωt cosφ⟩+ ⟨cos2 ωt⟩ sinφ)

= −1

2
ωF0A sinφ (7.41)

其中用到了⟨cosωt sinωt⟩ = 0和⟨cos2 ωt⟩ = 1/2。 为了与能量耗散比较，需要
求sinφ。

tanφ =
γω

ω2 − ω2
0

, φ ∈ (−π, 0) (7.42)

所以
sinφ =

−γω√
(ω2 − ω2

0)
2 + (γω)2

(7.43)

于是

⟨P ⟩ = 1

2
ωF0A

γω√
(ω2 − ω2

0)
2 + (γω)2



7.4. 共振 47

=
1

2
γmω2AF0

m

1

[(ω2
0 − ω2)2 + (ωγ)2]

1
2

=
1

2
γmω2A2 = 能量耗散 (7.44)

驱动力对谐振子能量的输入应该等于谐振子本身能量的耗散。测量中往往测
功率更方便，而不是直接测A。由功率与频率的关系的测量可以得到ω0和γ。

7.4 共振

在ω = ω0时，A取最大值，sin(−π
2
) = −1，因而共振时⟨P ⟩达到最大。 在ω =

ω0处φ有很大变化：0 → −π。 相位φ告诉我们的是位移比力晚多少角度到
达极大值。在ω小时，位移与驱动力同相。 共振时，φ = −π

2
。共振出现

时φ ̸= 0，原因在于振子对驱动力的功率吸收并不直接 依赖于与位移的位相
差，而是依赖于与速度的位相差［图7.5］。在共振处，v = ωA sinωt。当速
度与驱动力同相时，将得到最大的功率吸收。这时，物体刚好在合适时间和
地点被推动。位移为0时速度最大，同时这点的力也最大。在转折点，速度
改变方向，力同时改变方 向。相位φ发生π的变化是共振的一个重要特征。
当φ为0和π时，没有能量吸收。

图 7.5: 共振时的驱动力、位移和速度的相位关系

P =
γF 2

0

2m

ω2

(ω2
0 − ω2)2 + (ωγ)2

=
γF 2

0

2m

1(
ω2
0−ω2

ω

)2
+ γ2

(7.45)

当γ ≪ ω0时，吸收功率P只在共振处有显著的值。远离共振时P ≃ 0。如果
我们主要关心共振附近的吸收功率，在做近似后可以得到一个吸收功率的更
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简单的结果。令δω = ω − ω0。展开到δω的一阶，有(
ω2
0 − ω2

ω

)2

≈ (2δω)2 = 4(ω − ω0)
2 (7.46)

因而吸收功率可以写为

P =
γF 2

0

8m

1

(ω − ω0)2 + (γ/2)2
(7.47)

我们把这个共振曲线称为Lorentz线型（图7.6）。Lorentz线型普遍存在于自
然界中。 其最大高度为4/γ2。在 半高处，(ω − ω0) = ±γ/2，∆ω = γ称为共
振宽度或半高宽。这也是位相ϕ发生 π的变化的特征宽度。阻尼的大小决定
共振的强度。

图 7.6: Lorentz线型

利用共振曲线，Q可以写为

Q =
共振频率
共振宽度

=
ω0

γ
(7.48)

Q实际上表征了系统的频率响应，Q越大共振曲线越窄。

人们利用共振来探测系统的响应，从而研究系统固有的频率和耗散。耗散可
以用阻尼时间（寿命）来表达 ∆ω = γ，而τ = 1/γ，所以 τ∆ω = 1。 寿命
是系统内在的性质，它决定了系统对外界的响应的共振宽度。因而共振可以
测系统的固有频率和寿命。

共振极为重要，因为提供了一种研究体系的方法。通常在实验中我们总是用
一种外界的驱动力去激发一个系统，然后看系统的反应，从而得到线性系统
的本征模式。 在共振处，驱动力被强烈地 吸收例如用红外吸收谱测定分子
振动。振动是分子的指纹，不同的功能团有不同的振动频率。



8 有心力运动

8.1 两体问题约化为单体问题

考虑在有心力作用下的两个质点m1和m2，相对位移r⃗ = r⃗1 − r⃗2。两质点的质
心是

R⃗ =
m1r⃗1 +m2r⃗2
m1 +m2

(8.1)

于是

r⃗1 = R⃗ +
m2

m1 +m2

r⃗ = R⃗ + r⃗′1 (8.2)

r⃗2 = R⃗− m1

m1 +m2

r⃗ = R⃗ + r⃗′2 (8.3)

而

r⃗′1 =
m2

m1 +m2

r⃗ (8.4)

r⃗′2 = − m1

m1 +m2

r⃗ (8.5)

两个质点的运动方程分别为

m1
¨⃗r1 = f(r)r̂ (8.6)

m2
¨⃗r2 = −f(r)r̂ (8.7)

用质心和相对位移写出的方程是

M
¨⃗
R = 0 (8.8)

µ¨⃗r = f(r)r̂ (8.9)

M = m1+m2为总质量，µ = m1m2/(m1+m2)称为折合质量。这样两体问题
就可以映射到一个假想的单体问题。

单体问题的解是一个椭圆。两个质点的轨迹也都是椭圆，如图所示。两个椭
圆以质心为共同的焦点，它们的偏心率都与单体的轨迹一样，但大小都按
比例缩小，质量大的比例小。如果一个质量很大，另一个质点的轨迹就会几
乎与单体问题的轨迹重合，如太阳与行星。在同一时刻，两个质点与质心共
线。

假想的单体系统的角动量是两粒子系统在质心系中的角动量：

L⃗c = m1r⃗′1 × v⃗′1 +m2r⃗′2 × v⃗′2

=
m1m2

m1 +m2

r⃗ × (v⃗′1 − v⃗′2)

= µr⃗ × v⃗ (8.10)

49
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图 8.1: 两体运动约化为单体运动

同样

Ec =
1

2
µv2 + U(r) (8.11)

因此在假想的单体系统中求出角动量和能量就可以直接得到真实两体系统在
质心系中相应的值。

8.2 有心力运动的一般性质

对于单体问题，角动量L⃗ = r⃗ × µv⃗，v⃗ ⊥ L⃗。由于L⃗守恒，所以运动位于一个
平面中。这样就可以使用极坐标来解运动方程

µ(r̈ − rθ̇2) = f(r) (8.12)

µ(rθ̈ + 2ṙθ̇) = 0 (8.13)

第二个方程意味着角动量守恒：dl/dt = 0, l = µr2θ̇。因此同样时间扫过的
面积相同。

8.3 有效势

将系统的能量写为

E =
1

2
µv2 + U(r)

=
1

2
µ(ṙ2 + r2θ̇2) + U(r)

=
1

2
µṙ2 +

1

2

l2

µr2
+ U(r) (8.14)
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如果定义有效势

Ueff =
1

2

l2

µr2
+ U(r) (8.15)

则可以将二维问题约化为一维的问题。这样我们就首先将原来的一个有六
个自由度的三维问题化为单体的运动，然后由于角动量守恒化为二维运动，
最后利用有效势化为一维问题。由于角动量守恒，角方向的运动可以化为只
与r有关，成为了有效势的一部分。我们下面判断一下什么样的有心势可以
有轨道不过原点的束缚态，即轨道不会到无限远处也不会有在某一时刻穿过
原点的状态。这是行星上可以存在生物的必要条件。假设有心势的一般形式
是U(r) = αrn。对应的有效势是

Ueff = αrn +
1

2

l2

µr2
(8.16)

我们可以通过求导数来确定有效势的极值，从而得到有效势的性状。 一阶导
数

U ′
eff = nαrn−1 − l2

µr3
(8.17)

在r0处为0意味着
l2 = nαµrn+2

0 (8.18)

Ueff(r0) =
1

2
α(n+ 2)rn0 (8.19)

二阶导数为

U ′′
eff = rn−2

(
n(n− 1)α+

3l2

µrn+2

)
(8.20)

在极值点
U ′′
eff = rn−2

0 (n(n− 1)α + 3nα) (8.21)
如果r0为极小值点，二阶导数需要大于0，即n(n− 1)α + 3nα > 0进而n(n +
2)α > 0，否则r0为极大值点。同时还要要求r0 > 0，即nα > 0，从而n+ 2 >
0。按照α > 0和α < 0，得到如图8.2中的前两种情况。

图 8.2: 各种有效势

存在轨道不过原点的束缚态的条件是α > 0, n > 0或者α < 0,−2 < n < 0，
即图中的前两个有效势。对于引力α < 0, n = −1，可以有这样的束缚态。
当不满足上述有束缚态的条件时也可以存在束缚态。对于图8.2中的第三
个有效势，如果0 ≤ r ≤ r0，则仍然可以有束缚态。只不过这时轨道可能
过原点。例如，对于U ∼ −1/r2的势能，一种可能的轨道是r = ae−bθ；对
于U ∼ −1/r3的势能，一种可能的轨道是r = a(1 + cos θ)。



52 8. 有心力运动

8.4 闭合轨道

Ueff中的 l2

2µr2
项实际上是动能的一部分，它代表非径向运动的动能。在当前情

况下，我们可以把这部分动能表达 为仅是r的函数，因而才会将问题转化为
一维，定义了Ueff。Ueff对于讨论运动的形态有重要 意义，下面讨论一般情况
下轨道的形态。当E < 0时，由有效势曲线可知r在r1 （最小）和r2（最大）
之间振荡，具有周期Tr。

图 8.3: 有心力作用下轨道的一般形式

质点总是在如图8.3的两个圆的中间进行运动。r1， r2代表径向运动的转折
点，在这两点上径向速度为0，但切向速度不为0，因为角动量不为0。径向
速度为0的点，其轨道的切线垂直于r⃗，因为v⃗ · r⃗ = (rθ̇θ̂) ·rr̂ = 0。而r1和r2两
个圆的切线也垂直于r⃗，所以轨道 在r1，r2处与两个圆相切。在一个一般的
轨道上，质点从与小圆相切到与大圆相切，再与小圆相 切，r完成一个周期
运动，周期为Tr。同时θ也在(0, 2π)间变化，周期为Tθ。 如果Tr = Tθ，则每
次r完成一个周期，θ也变化了2π，轨道闭合。 一般地如果Tr/Tθ能够表示为
两个整数的比值，那么轨道闭合，否则不闭合。图8.4是一个Tθ = 3Tr的例
子。可以 证明平方反比力导致闭合轨道。 事实上有一个定理表明对于rn的
力的形式只有n = 1和−2才能对任意的E和l都有闭合 轨道。在天文观测中发
现天体的运动在第一级近似下都有闭合轨道。通过这种观测就可以得知天
体间的作用是平方反比力 （n = 1的力不现实）。轨道的形式确定了力的形
式。 广义相对论效应可导致非闭合轨道，如水星近日点进动，

8.5 行星运动

由能量守恒和角动量守恒

E =
1

2
µṙ2 + Ueff (r) (8.22)

l = µr2θ̇ (8.23)
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图 8.4: Tθ = 3Tr

可得到

dr
dt

=

√
2

µ
(E − Ueff ) (8.24)

和

dθ
dt

=
l

µr2
(8.25)

两式相除有：

dθ
dr

=
l

µr2
1√

2
µ
(E − Ueff )

(8.26)

上式可以给出轨道的方程：r(θ)。对于引力，U(r) = −k
r
，所以

dθ
dr

=
l

µr2
1√

2
µ
(E + k

r
− l2

2µr2
)

=
l

r
√

2µr2E + 2µkr − l2
(8.27)

积分得到

θ = l

∫
dr

r
√
2µr2E + 2µkr − l2

+ θ0 (8.28)
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对r积分后得到

θ − θ0 = arcsin

(
µkr − l2

r
√

µ2k2 + 2µEl2

)
(8.29)

将r表达成θ的函数有（按习惯θ0 = −π
2
）：

r =
r0

1− ϵ cos θ
(8.30)

其中r0 =
l2

µk
，ϵ =

√
1 + 2El2

µk2
。

从r和θ的关系得出行星的轨道 为椭圆形。绕太阳运动的行星的能量位于有
效能最低点和0之间：−µk2

2l2
≤ E < 0，因而0 ≤ ϵ < 1。当E正好等于有效势

的最低点时，ϵ = 0，轨道方程为r = r0为圆轨道，r0就是角动量为l时通过
改变E得到的圆轨道的半径。一般地0 ≤ ϵ < 1时，轨道为椭圆，太阳位于椭
圆的一个焦点上，ϵ为椭圆的偏心率。l 一定时，最低的E对应的轨道是圆轨
道。

远日点在θ = 0处：rmax =
r0
1−ϵ

近日点在θ = π处：rmin =
r0
1+ϵ

ϵ =
rmax − rmin

rmax + rmin
(8.31)

长轴长度A = 2a = rmin + rmax =
2r0
1−ϵ2

= k
−E

短轴长度= 2b = 2r0√
1−ϵ2

= 2l√
−2µE

b =
√
rmax · rmin

长轴长度只能与能量有关，短轴长度与能量和角动量都有关。

轨道的性质可以通过有效势曲线来理解。

Ueff = −k

r
+

l2

2µr2
(8.32)

近日点和远日点分别是能量与势能曲线的两个交点，而A = rmin + rmax。
rmin和rmax可以由下式确定

E = −k

r
+

l2

2µr2
(8.33)

即
2µEr2 + 2µkr − l2 = 0 (8.34)
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由二次方程两根之和满足的关系知 而A = rmin + rmax = − 2µk
2µE

= − k
E
和rmin ·

rmax = − l2

2µE
。

考虑这样一种情况：切向动能一定，改变径向动能，例如沿径向推动卫星。
对于一定的l，不同的E对应于不同的轨道形状，如图8.5。

图 8.5: 一定的角动量、不同的能量

对于一定的E，可以有不同的l。l越大，有效势越浅。如图8.6中l1 > l2，l 的
最大的可能只是l1，这时势能曲线与E只有一个交点，对应于圆轨道。任何
小于l1 但大于0的l与E都有两个交点，从曲线上可以得知l越小，rmin和rmax的
差别越大。l越大，分配给径向的动能越少，轨道越圆。

图 8.6: 一定的能量、不同的角动量

如图，能量一定时，角动量越小，椭圆越扁。角动量最大时，对应于圆。但
对于所有这些轨道， 它们的长轴都相同。

类似从有效势还可以定出rmax − rmin，进而定出ϵ = rmax−rmin
rmax+rmin

。

ϵ =
rmax − rmin

rmax + rmin

=

(
1− 4rmaxrmin

rmax + rmin

) 1
2
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=

(
1 +

4l2 · 2µE
4µ2k2

) 1
2

=

√
1 +

2El2

µk2
(8.35)

而r0是Ueff极小值的位置l2/µk。所以如果是椭圆轨道，r0和ϵ都可由势能曲线
定出，进而定出轨道方程。

行星的开普勒定律

一、行星在椭圆轨道上运动，太阳在椭圆焦点上，此定律上面已知证明。

二、太阳到行星的径向矢量在相等时间内扫过相同面积。

面积∆A = 1
2
r · r∆θ = 1

2
r2∆θ。 面积被扫过的速率：dA

dt
= 1

2
r2 dθ

dt
= 1

2
l
µ
。 所以

第二定律是角动量守恒的直接结果

三、行星公转周期T与椭圆长轴A有以下关系：T 2 = kA3，k对所有行星相
同。

l = µr2 dθdt给出 l
2µ
dt = 1

2
r2dθ，右边是dt时间内扫过的 面积。因而对于一个周

期 l
2µ
T = πab，πab是椭圆的面积，进而T 2 = 4µ2

l2
π2a2b2 = π2µk2

−2E3 = π2µ
2k

A3。
而µ = Mm

M+m
，k = GMm，所以T 2 = π2

2(M+m)G
A3 当M >> m时，第三定律准

确。第三定律可用于确定行星或太阳的质量。例如对于地球可以用月球的轨
道参数来算出质量，而月球的轨道参数可以用三角形法或雷达确定。

ϵ ≥ 1时，不能形成束缚态，轨道为抛物线（ϵ = 1）或双曲线（ϵ > 1）。 例
如彗星。考虑E > 0(ϵ > 1)时的情形，称为散射问题。

图 8.7: 散射

质量m(<< M)在M作用下轨道偏转φ角，b称为碰撞参数。

r =
r0

1− ϵ cos θ
(8.36)
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我们需要求出r → ∞时θ的大小，这时

1− ϵ cos θ = 0 ⇒ cos θ∞ = 1
ϵ
，对应于入射（t = −∞） 和出射（t = ∞）的两

个角度，而φ = π − 2θ∞。

ϵ =

√
1 +

2El2

mk2
(8.37)

其中E = 1
2
mv2∞，l = mbv∞，k = GmM

则

ϵ =

√
1 +

(
bv2∞
GM

)2

(8.38)

所以
cos θ∞ =

1√
1 + ( bv

2
∞

GM
)2

(8.39)

可以将θ∞写为更为简洁的形式：

cos2 θ∞ =
1

1 + ( bv∞
GM

)2

⇒ 1

cos2 θ∞
− 1 =

(
bv2∞
GM

)2

⇒ tan θ∞ =
bv2∞
GM

(8.40)

φ = π − 2 arctan
bv2∞
GM

(8.41)

arctanx ∼ π
2
− 1

x
，当x → ∞时。因而当v∞ → ∞时，φ → 0，高速意味着小

散射。

8.6 变轨

在地球轨道上的卫星通过自身的动力可以实现变轨。

根据火箭的公式：

∆v⃗ = −u⃗ ln
(

m

m−∆m

)
(8.42)
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图 8.8: 变轨

∆v越小，需要的燃料也越少。一般地

E ′ − E =
1

2
mv′2 − 1

2
mv2

=
1

2
m(v⃗ +∆v⃗)2 − 1

2
mv2

=mv⃗ ·∆v⃗ (8.43)

为了用最少的燃料，得到最大的能量变化，需要v最大，并且v⃗ 和∆v⃗平行。
这意味着变轨应发生在近地点（v最大），并且冲量与轨道相切。

利用有效势曲线可以证明，可以将卫星轨道通过上述办法变到具有任意的远
地点的轨道。

初始的轨道有E和l，近地点rmin。利用上述变轨方案，rmin不变，新的远地点
为r′max。 需要证明的是存在一条曲线，角动量为l′，这条曲线与rmin和r′max两
条垂直线相交在相 同的高度上。这一高度即为新的能量。注意这条曲线
的rmax为∞，而l对应的曲线的 rmax小于r′max，所以总会有一条曲线l′满足要
求。E和l可通过下式确定：

rmax + rmin = − k

E
(8.44)

rmax · rmin = − l2

2µE
(8.45)
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9.1 动量

在多质点体系中，如果我们知道所有的外力和质点间的相互作用，就可以详
细描 述每个质点的运动。但是详细描述往往过于复杂，人们一般采用的办法
是分层次解决问题。

首先是最基本的层次。 作用在第i个质点上的力和该质点的动量满足

f⃗i =
dp⃗i
dt

(9.1)

力分为由质点系外的源产生的力和质点系内质点间的力：

f⃗i = f⃗ ext
i + f⃗ int

i (9.2)

所以

f⃗ ext
i + f⃗ int

i =
dp⃗i
dt

(9.3)

上式对系统中的所有质点求和：∑
f⃗ ext
i +

∑
f⃗ int
i =

d
dt

∑
p⃗i (9.4)

而
∑

f⃗ int
i = 0。令F⃗ ext =

∑
f⃗ ext
i ，p⃗ =

∑
p⃗i为总外力和总动量，则，

dp⃗
dt

= F⃗ ext (9.5)

以下外力简记为F⃗。方程只描述了质点系的整体的平动。体系总的动量变化
率只与外力有关，而与质点间相互作用细节无关。外力的合力为0则总动量
守恒。

一般地，总动量是各质点速度的函数，即p⃗ = p⃗(v⃗1, v⃗2, ..., v⃗N)，共3N个自变
量。但是我们发现自变量数目实际上可以减少到3个。定义

R⃗ =
1

M

∑
mir⃗i (9.6)

R⃗对应的点叫质心。其中M是总质量。容易看到p⃗ = p⃗(V⃗ )，是3个自变量的函
数，其中V⃗ = dR⃗/dt。运动方程可写为

F⃗ = M
¨⃗
R (9.7)

59



60 9. 质点系动力学

9.2 角动量

用质心描述运动往往很粗糙，如同用平均值来描述一组数，而更多一些的信
息可由方差给出。我们需要引入比动量 复杂的新的量，叫角动量。角动量很
重要，是矢量、守恒量，方便于理解转动。对于一个粒子，角动量的定义是

L⃗ = r⃗ × p⃗ (9.8)

角动量依赖参考点的选取，如同方差依赖于参考点的选择一样。需要注意角
动量是相对于一个固定在惯性系中的参考点而言，而不是一个轴。

对于一个粒子，

dL⃗
dt

=
d
dt
(r⃗ × p⃗)

=
dr⃗
dt

× p⃗+ r⃗ × dp⃗
dt

= v⃗ × p⃗+ r⃗ × F⃗

= r⃗ × F⃗ (9.9)

r⃗ × F⃗ = τ⃗叫做力矩。
dL⃗
dt

= τ⃗ (9.10)

对于一个粒子，动量的方程已经给出了完整的动力学，dL⃗/dt = τ⃗没有给出
比dp⃗/dt = F⃗更多的信息。

例

L⃗ = mr⃗ × v⃗ = mlvk̂ (9.11)

τ⃗ = r⃗ × f⃗ =

∣∣∣∣∣ î ĵ k̂
x −l 0
−f 0 0

∣∣∣∣∣ = −lf k̂ (9.12)

dL⃗
dt

= τ⃗ ⇒ −lf k̂ = ml
dv
dt

k̂ ⇒ dv
dt

= −f (9.13)

与dp⃗/dt = F⃗给出相同的方程。

不同于单个质点，对于质点系，角动量给出了更多的信息。

L⃗ =
∑
i

r⃗i × p⃗i (9.14)

dL⃗
dt

=
∑ dr⃗i

dt
× p⃗i +

∑
r⃗i ×

dp⃗i
dt

=
∑

r⃗i × F⃗i (9.15)
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F⃗i = F⃗ ext
i + F⃗ int

i (9.16)

所以

dL⃗
dt

=
∑

r⃗i × (F⃗ ext
i + F⃗ int

i )

=
∑

r⃗i × F⃗ ext
i +

∑
r⃗i × F⃗ int

i (9.17)

内力总是成对出现。假如i和j两质点间的力平行于r⃗i− r⃗j，则有 r⃗i× F⃗ij+ r⃗j×
F⃗ji = (r⃗i − r⃗j)× F⃗ij = 0， 因此

dL⃗
dt

=
∑

r⃗i × F⃗ ext
i = τ⃗ (9.18)

如外力矩为0，则角动量守恒。

角动量的变化率只与外力的力矩有关。L⃗满足一个简单的方程，比p⃗更进一步
给出质点系更多的信息。一般地还可以定义比p和L更高阶的物理量，但它们
一般不再只与外力有关。

有关角动量的讨论可以进一步简化。可以证明如果以质心作为参考基点，角
动量和角动量满足的运动的方程可以有简单的形式。

L⃗ =
∑

mir⃗i × ˙⃗ri

=
∑

mi(r⃗
′
i + R⃗)× ( ˙⃗r ′

i +
˙⃗
R) R⃗是质心的位置矢量

=
∑

mir⃗
′
i × ˙⃗r ′

i + (
∑

mir⃗
′
i )×

˙⃗
R + R⃗× (

∑
mi

˙⃗r ′
i ) +

∑
miR⃗× ˙⃗

R (9.19)

根据质心的定义有
∑

mir⃗
′
i = 0和

∑
mi

˙⃗r ′
i = 0，所以

L⃗ = mR⃗× ˙⃗
R +

∑
mir⃗

′
i × ˙⃗r ′

i = mR⃗× ˙⃗
R + L⃗0 (9.20)

L⃗0是以质心为参考点的角动量，第一项是质心的角动量。再来看力矩

τ⃗ =
∑

r⃗i × f⃗i

=
∑

(r⃗ ′
i + R⃗)× f⃗i

=
∑

r⃗ ′
i × f⃗i + R⃗× F⃗ (9.21)

一般地

dL⃗
dt

=
dL⃗0

dt
+m

d
dt
(R⃗× ˙⃗

R)

=
dL⃗0

dt
+m(

˙⃗
R× ˙⃗

R) +mR⃗× ¨⃗
R
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=
dL⃗0

dt
+mR⃗× ¨⃗

R

=
dL⃗0

dt
+ R⃗× F⃗ (9.22)

而dL⃗/dt = τ⃗，所以

dL⃗
dt

=
dL⃗0

dt
+ R⃗× F⃗ =

∑
r⃗ ′
i × f⃗ + R⃗× F⃗ (9.23)

因而
dL⃗0

dt
=
∑

r⃗ ′
i × f⃗ = τ⃗0 (9.24)

9.3 多体问题

我们来开始考虑多体问题，来看一看角动量如何为我们带来多体动力学的更
多的信息。我们讨论的多体 问题仅限于刚体，一个物体可能有各种各样的运
动，如弯曲、抖动等等，但我们要考虑的是一个理想化的 物体，叫刚体。刚
体中原子间的相对作用力如此之强，以致外力不会使物体变形。刚体中任何
两点的距离 始终保持不变。从经验可以得知，刚体除了平动，还可以有一种
运动叫转动。平动有三个自由度，转动也 有三个自由度。因为转动总是绕一
个轴，轴的指向用两个量描述，沿该轴转过的角度用一个量描述，所以转动
一共三个自由度。由N个质点组成的刚体，其质点之间有刚性连接，这样名
义上就会产生C2

N = N(N − 1)/2个约束。这个约束的数目一般地会远远大于
系统最多可能的自由度3N。问题来源于这些约束并不独立。事实上，只需
要三个不共线的点就可以确定一个刚体。三个点最多可能的自由度有九个，
再减去它们之间的三个约束，得到六个自由度。因此刚体的自由度由N个质
点的3N个减为6个。而动量和角动量 的动力学方程一共6个，所以应该正好
够描述刚体的一般运动。当然，一般的多体体系仅使用动量和角动量远远不
够。 但是刚体，作为很多体系一个很好的近似，恰好可以这样做。讨论刚体
运动时，角动量已经够用，我们无须深入到比角动量更深的层次，到角动量
即可截断。 正如如果一群数据间存在某种关联，则平均值和方差就可以给出
充分的描述，而无须使用高阶距。 许多物体可以看作刚体。刚体假设成立的
一个基本的条件是相互作用传播的速度可以看作无穷大。 下面我们来关注角
动量是否是一个描述刚体转动方便的物理量。

9.4 定轴转动

首先考虑二维转动。二维转动意味着刚体中每个点的运动都位于某一平面
中，而所有这些平面互相平行。 二维转动问题只有三个自由度：两个平动自
由度，一个转动自由度。我们将会看到垂直于这些相互平行平 面的角动量分
量在二维转动中扮演重要角色。
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图 9.1: 固定轴转动原点的选取

我们还可以对二维转动继续加约束，即加一根固定的轴。刚体绕这根固定的
轴转动。理想化的轴的半径趋于0。将轴固定后，物体运动的自由度降为1。
这时原则上即可以用质心的圆周运动也可以用角动量的方程来描述刚体的行
为，二者应该给出同样的描述。但是轴给予刚体的力比较复杂，因而质心的
运动方程不方便。那么来看角动量的方程。计算角动量和力矩时，需要选择
一个点。首先我们任意选择一个点来进行计算，并把坐标原点放在该点上，
且让刚体的转动轴平行于z轴（图 9.1）。在这个坐标系中，轴上任一点的坐
标记为(x0, y0, z0)。我们的目的是选择一个合适的坐标原点，使得转轴的力
矩不出现。转轴上某一点对刚体的力是外力，为F，力矩是：∣∣∣∣∣∣

î ĵ k̂
x0 y0 z0

Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣
=(y0Fz − z0Fy )̂i+ (z0Fx − x0Fz)ĵ + (x0Fy − y0Fx)k̂

=L̇xî+ L̇y ĵ + L̇zk̂ (9.25)

即

L̇x = y0Fz − z0Fy (9.26)

L̇y = z0Fx − x0Fz (9.27)

L̇z = x0Fy − y0Fx (9.28)

但是我们发现只要将原点取在轴上，即x0和y0为0，轴的力矩在z方向恒为
0。所以对于固定轴的问题，一个方便的 作法是将参考点放在轴上，这时轴
对于物体的力的力矩沿轴方向为0，Lz的方程中不出现轴的力。一个Lz的方
程已足够给出问题的解。在方程dLz/dt = τz中，τz只包含其 他力的力矩。
由于问题只有一个自由度，因而上式正好可以完全地描述运动。但这并不意
味着Lx，Ly = 0， 只是我们不需要Lx，Ly的方程。实际上由于固定轴的存
在，Lx，Ly的方程会较复杂。 对于一个自由度的问题，除dLz/dt = τz外的
方程不会给出新的物理。还需要强调，角动量是绕一个点而不是绕一个轴定
义的。之所以看上去像是对一个轴定义的角动量，是因为Lz和τz与原点在轴
上的位置无关。
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考虑下图中的问题。 由图可知L⃗的大小为2ml · lω sin θ = 2mωl2 sin θ，方向如
图。写成分量形式：

图 9.2: （a）两质点绕固定轴的转动（b）侧视图（c）俯视图

L⃗ =2mωl2 sin θ cos θ(cos(ωt+ π)̂i

+ sin(ωt+ π)ĵ) + 2mωl2 sin2 θk̂

=− 2mωl2 sin θ cos θ(cosωt̂i+ sinωtĵ) + 2mωl2 sin2 θk̂ (9.29)

L⃗的z分量是常值，不随时间变化，因为力矩为0。但Lx，Ly对时间的导数并
不为0，轴会施加力矩在系统 上，力矩是：

τ⃗ = 2mω2l2 sin θ cos θ(sinωt̂i− cosωtĵ) (9.30)

总之，对于固定转轴的问题，只须考虑dLz/dt = τz即可。

下面我们要对一般情况具体写出Lz的形式。转动自 由度可以用转角ϕ来表
示，以体现一个自由度。dϕ/dt = ω是角速度。为了得到ϕ满足的微分方程，
我们希望用ω来表示Lz。考虑刚 体中的第i个质点。

Lz(i) = (r⃗i ×miv⃗i)z (9.31)

r⃗i = ρ⃗i + z⃗i (9.32)

Lz(i) =mi(ρ⃗i × v⃗i)z +m(z⃗i × v⃗i)z

=miviρi

=miρ
2
iω (9.33)
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图 9.3: 转动惯量

这里用到了
vi = ωρi (9.34)

因而

Lz =
∑
i

miρ
2
iω =

(∑
i

miρ
2
i

)
ω = Iω (9.35)

I称为该刚体绕z轴的转动惯量。这样角动量就与描述刚体转动的运动学量联
系在一起了。Lz与O点在轴上的位置无关，因为ẑ × v在z上无分量。因此看
上去Lz像是对一个轴定义的。dLz/dt = τz可以写为

Iα = τz (9.36)

α是角加速度。力矩也可写成关于转轴的形式

τz = (r⃗ × F⃗ )z = ((ρ⃗+ z⃗)× F⃗ )z = (ρ⃗× F⃗ )z (9.37)

转动行为不仅仅依赖于质量，还依赖质量的分布。质量不变，但I依赖于转
轴位置，因而可变。 下面我们来看怎样计算转动惯量。一般地，

I =

∫
ρ2dm

=

∫
(x2 + y2)dm

=

∫
(x2 + y2)wdV (9.38)

w是密度。

刚体的动能也可以用I和ω表示：
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K =
∑ 1

2
miv

2
i =

∑ 1

2
miρ

2
iω

2 =
1

2
Iω2 (9.39)

上面考虑的是二维转动中的定轴转动。下面我们放松约束，来研究轴不固定
的情形。这时有三个自由度， 需要质心平动的方程和一个有关角动量的方
程。由于没有了固定的轴，所以原则上取任一点作为参考点都是 方便的。

9.5 一般的刚体运动

以前面的几节为基础，我们可以讨论对一般的刚体运动的描述。讨论一个
粒子系统的运动时，普遍地讲我们需要解决两个问题。 第一、用什么几何
参量来方便地描述运动，即运动学。比如，对于单粒子的运动需要用位移
随时间的变化来描述。第二、运动学量满足怎样的 动力学方程。如单粒子
的牛顿方程。这里的运动学量不一定是前面提到的描述运动的参量本身，
但可以从这些参量导出。 描述刚体运动的两个普遍规律是：系统总动量
的变化率等于外力的合力；系统总角动量的变化率等于外力的合力矩。但
是具体用哪些参量 来写下动量、角动量、力矩等力学量则有很大的任意
性。dp⃗/dt = F⃗和dL⃗/dt = τ⃗都来源于牛顿方程，是对牛顿方程的约化，但包
含不同层次的信息。前者类似于平均值，而后这类似于方差。对于刚体这两
个方程恰好给出足够的信息。 一般的三维刚体运动有六个自由度，通过引入
欧拉角可以证明以下定理，

Chasles定理

刚体最一般的位移可以分解为随刚体上任选基点的平动位移和绕过基点的
某个轴的转动。选择刚体上不同的点为基点时，平动位移的大小和方向将改
变， 而转动轴的方向和转角不依赖于基点的选择。

这个定理只是一个几何学的结果，不涉及到任何动力学。至此我们有三个
点：惯性系中坐标架的原点，是计算角动量等时的参考点；质心；刚体中任
意一个代表点，称为基点。这里的基点并不是计算角动量时用的参考点。由
该定理可知，六个自由度可用基点 的三个坐标、轴指向的两个角度和转角
共六个参量描述。这时相应的六个动力学方程（三个动量、三个角动量的方
程）中的每一个一般地都与 全部六个参量有关。找到一个合适的基点可使
得六个参量在动力学中解除耦合，即三个动量的方程只与基点的三个坐标有
关，而三个角动量的方程 只与三个角度有关。这样的基点是存在的，就是质
心。

描述刚体需要6个运动学量(X,Y, Z, α, β, ϕ)。(X,Y, Z)是任意的一点。α, β给
出通过该点的轴的指向，轴随时间变化，因此这两个角度一般是时间的函
数。ϕ是绕轴的转角。一般地，P⃗ = P⃗ (X,Y, Z, α, β, ϕ)，L⃗ = L⃗(X, Y, Z, α, β, ϕ)。
所以关于动量和角动量的两个方程一般都与六个变量有关。原则上，选择任
一点作为基点都可以。但如果将运动学量的基点取为质心， 则动量的方程只
与该基点的坐标有关，而与角度无关。同样可以在角动量的方程中去掉与基
点坐标有关的项，从而角动量方程只与绕基点的转动，即三个角度有关。这
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样就大大地简化了问题的分析。即力学量简化为

P⃗ = P⃗ (X, Y, Z) (9.40)

L⃗ = L⃗0(α, β, ϕ) + R⃗× P⃗ (9.41)

我们还曾证明
dL⃗0

dt
= τ⃗0 (9.42)

一个重要的例外是如果刚体至少有一个点固定，则选择一个固定的点作为基
点是最方便的做法。这时虽然动量方程一般会包含角度项，但角动量方程已
经足以描述刚体，因而不再需要动量的方程。同时轴或定点对刚体的力所产
生的力矩为零，简化了角动量的方程。

这就是我们需要的结果。这是个非常普遍的结果，不仅限于刚体，更不仅限
于二维转动。由于该定理的存在，在讨论转动问题时可以将运动 分为质心的
平动加上绕质心的转动。dL⃗/dt = τ⃗对于惯性系中的一个固定点成立，同时
也对质心成立。至于选择哪个点作为参考点视 问题方便而定。如果刚体有
一个固定的转轴或有一个固定的点，则通常将参考点选在该轴或点上比较方
便，因为轴或点产生的有关的力矩为零。

类似地，对于动能：

T =
1

2

∑
mi

˙⃗r2i

=
1

2

∑
mi( ˙⃗r

′
i +

˙⃗
R)2

=
1

2

∑
mi

˙⃗r ′2
i +

1

2

∑
mi

˙⃗
R2 + (

∑
mi

˙⃗r ′
i ) ·

˙⃗
R

=T0 +
1

2
m

˙⃗
R2 (9.43)

T⃗0是相对于质心的动能。

再回到前面的例子。如果以质心为基点，则bf = I0α。平动的方程是mg sin θ−
f = ma，同时a = αb。从而得到 mg sin θ− 1

2
ma = ma，即a = 2

3
g sin θ。计算

得到简化。

Kleppner的6.18是一个很好的利用能量来分析问题的例子，希望大家都能看
一下。

例

圆柱与板无滑动地相对运动。 圆柱质心的运动方程是

m
dvc
dt

= f (9.44)

圆柱绕质心的转动方程是

fR = I
dω
dt

=
1

2
mR2dω

dt
(9.45)
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图 9.4: 参考点的选择

几何约束
dvc
dt

+R
dω
dt

= a (9.46)

于是

m
dvc
dt

=
1

2
mR

dω
dt

=
1

2
m

(
a− dvc

dt

)
(9.47)

从而
dvc
dt

=
a

3
(9.48)

但如果取接触点为轴就会得到L不变的错误结果。

9.6 作为矢量的角速度

怎样用几何参数写出角动量？通过上一节可知刚体的运动总是可以理解为其
中一点的平动加上绕这一点的转动。转动必然有 一个转轴的存在，尽管转
轴一般会随时间而改变方向。角动量可以写为与转动有关的三个角度的函
数。在转角无限小时，这三个角度事实上形成了一个矢量， 叫做角速度，记
为ω⃗。其方向是 转轴的方向，指向通过转动方向由右手定则确定。大小是转
角对时间的导数dϕ/dt。前面讨论的转动的转轴总是沿一个方向， 因此不需
要讨论角速度的方向。然而一般地，角速度是一个矢量。刚体中每点的速度
可以方便地用角速度来表达，因而也可以将 角动量用角速度这样一个描述转
动的量来表达。 角速度是描述转动的一个方便的物理量。

相对于基点，刚体中任一点的速度为v⃗ = ω⃗ × r⃗，这个结果可以图9.5得到验
证，注意v⃗ 的大小是ωr sin θ，而方向总是垂直于ω⃗和r⃗张成的平面。

前面的一个例子9.2曾经计算过两个粒子体系的角动量。现在我们再利用ω⃗的
矢量性重新计算 L⃗，需要注意L⃗和ω⃗一般不平行。 将ω⃗分解为ω⃗ = ω⃗∥ + ω⃗⊥，
两项分别平行 于和垂直于杆，由于质点没有大小，因此ω⃗∥不会产生角动量，
而ω⃗⊥ 导致角动量为2ml2ω⊥ = 2ml2ω sin θ，与前面的结果一致。

上节的定理中的基点实际上时可以任意选取，对于任何基点都能够把运动
分解为该点的平动加上绕该点的转 动。一个有趣的事实是不管选取那个
点ω⃗都不变。图9.6中： R⃗ = OP，R⃗1 = OO1，R⃗2 = OO2，a⃗ = O1O2，



9.6. 作为矢量的角速度 69

图 9.5: v⃗ = ω⃗ × r⃗

r⃗1 = O1P，r⃗2 = O2P。 取O1作为基点时，P的速度是

v⃗ =
dR⃗1

dt
+

dr⃗1
dt

= v⃗1 + ω⃗1 × r⃗1 (9.49)

取O2作为基点时，P的速度又可以写为

v⃗ =
dR⃗2

dt
+

dr⃗2
dt

= v⃗2 + ω⃗2 × r⃗2 (9.50)

把v⃗2用v⃗1表示出来，有：

v⃗2 =
dR⃗1

dt
+

da⃗
dt

= v⃗1 + ω⃗1 × a⃗ (9.51)

从以上两式可得
v⃗ = v⃗1 + ω⃗1 × a⃗+ ω⃗2 × r⃗2 (9.52)

同时又有r⃗1 = r⃗2 + a⃗，于是从9.49式可得

v⃗ = v⃗1 + ω⃗1 × a⃗+ ω⃗1 × r⃗2 (9.53)

即
(ω⃗1 − ω⃗2)× r⃗2 = 0 (9.54)

由于P点的任意性，故有
ω⃗1 = ω⃗2 (9.55)

我们可以用角速度来表示角动量。

L⃗ =
∑

mir⃗i × v⃗i

=
∑

mir⃗i × (ω⃗ × r⃗i)
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图 9.6: 角速度的唯一性

=
∑

mi((r⃗i · r⃗i)ω⃗ − (r⃗i · ω)r⃗i)

=
∑

mi(r
2
i ω⃗ − (r⃗i · ω)r⃗i)

=(
∑

mir
2
i )ω⃗ −

∑
mir⃗i(r⃗i · ω) (9.56)

这里用到了A⃗× (B⃗ × C⃗) = (A⃗ · C⃗)B⃗ − (A⃗ · B⃗)C⃗。 写成分量形式

Lx =
∑

mi(r
2
i − x2

i )ωx − (
∑

mixiyi)ωy − (
∑

mixizi)ωz (9.57)

Ly和Lz类似。一般地

Lx =Ixxωx + Ixyωy + Ixzωz (9.58)
Ly =Iyxωx + Iyyωy + Iyzωz (9.59)
Lz =Izxωx + Izyωy + Izzωz (9.60)

角速度和角动量是线性关系，但角动量在一个方向上的分量不仅只与该方向
上的角速度有关。 九个I组成了转动惯量张量。

当外力矩为零时角动量守恒。

9.7 回转仪（Gyroscope）

从演示中可以看到一个转动的回转仪能够绕竖直轴转动，这种运动叫进动
（procession）。

首先一个问题是，放开回转仪后，为什么它不会在重力作用下倒下，而是进
动。一个向下的重力为什么可以 使回转仪向侧向运动。事实上，在手松开的
时候，回转仪确实向下落。但是当回转仪下落时，L⃗0 就会发生变化，∆L⃗向
下。但是重力的力矩是侧向的，因而不能产生一个向下的角动量变化，为了
使 角动量守恒，需要回转仪有一个向上的角动量来抵消∆L，这就造成了回
转仪必需产生角速度为Ω的侧向运动。回转仪在重力作用下的下落不会持续
下去， 因为θ越大，Ω就需要越大，于是终于会有一个角度使得下落获得的



9.7. 回转仪（GYROSCOPE） 71

重力势能完全转化成为侧向 转动的动能，下落的速度降为0。然后，θ会减
小， Ω也会降低，动能再转化为势能，如此周期进行下去，如图9.7所示。
绕竖直轴的转动称为进动，在垂直面内的摆动称为章动。让我们来分析一下
这种运动。

图 9.7: 回转仪

为方便起见，假设手松开时，回转仪水平。在重力作用下，回转仪下落角
度为θ，以此造成的∆L需要Ω来补偿。假设θ比较小。回转仪沿自转轴的转动
惯量为I1，沿竖直轴和水平轴的转动惯量均为I3（即与进动和章动有关的转
动惯量都为I3）。于是，L0 = I1ω。L⃗0的 变化为I1ωθ，而侧向运动的角动量
为I3Ω。由竖直方向角动量守恒得知，I3Ω = I1ωθ。所以

Ω =
dφ
dt

=
I1ω

I3
θ = αθ (9.61)

其中α = I1ω/I3。 下面还需要考虑能量守恒。动能由两部分组成：进动动能
（I3Ω

2/2）和章动动能（I3θ̇
2/2）。转换为动能的重力势能为mglθ,与θ成正

比。进动的动能与θ2成正比。如图 9.8所示，势能与进动动能之差为章动动
能。两条线必然会在θ ̸= 0的位置有一个交点。在交点处，势能完全转化为
进动动能，章动动能为0。这时，章动开始折返。
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图 9.8: 进动中的能量转换

下面我们仔细研究势能与动能之间的转换。由于能量守恒，

1

2
I3θ̇

2 +
1

2
I3Ω

2 = mglθ (9.62)

将式9.61代入得到
1

2
I3θ̇

2 +
1

2

I21ω
2

I3
θ2 −mglθ = 0 (9.63)

上式左边后两项构成了章动的有效势，而总能量为0（上式右边）。式
9.63可写为

1

2
I3θ̇

2 +
1

2

I21ω
2

I3
(θ − θ0)

2 =
1

2

I21ω
2

I3
θ0 (9.64)

其中θ0 = mglI3/I
2
1ω

2。有效势为抛物线，见图9.9。 于是θ以θ0为平衡位置作

图 9.9: 章动的有效势

简谐振动，振幅为θ0。考虑到初始条件t = 0时，θ = 0，得到

θ = θ0(1− cosαt) (9.65)

θ在0和2θ0之间振荡，频率为α。这样还可以得到Ω和φ,

Ω = αθ0(1− cosαt) (9.66)

φ = θ0(αt− sinαt) (9.67)
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φ有一个线性项，说明回转仪绕竖直轴持续运动。叠加在这个匀速转动之上
的是一个 以θ0为振幅的震荡，几个典型的运动轨迹如图9.10。 该轨迹与一
个滚动的轮子上的一点相同：

y = R−R cosωt → θ (9.68)

x = ωRt−R sinωt → φ (9.69)

图 9.10: 进动和章动

一般来说ω很大，而章动的频率α ∼ ω， 所以章动很快。由于轴上摩擦力的
缘故，章动很快就会停下来，而只剩下侧向运动的进动，其 角速度是αθ0 =
mgl
I1ω

= Ω。

当然如果我们知道最后达到的稳定态是进动，那么Ω还可以更简单的求出，
具体见Kleppner 7.3节。 回转仪的应用见Kleppner 7.4节。

9.8 地球的进动

何时引力的力矩可以把力看作作用在质心上？如果任何情况下都可以，则相
对于质心引力的力矩总是零。实际上一般只有两种情况可以这样做，一种是
均匀的引力场，一种是点源中的球对称刚体。

只考虑太阳造成的进动。将太阳的看作点源，由于地球不是严格的球对称，
因此相对地球质心的力矩不为0。在此力矩作用下，地球会进动。将问题简
化为如图的模型。两个质量为µ的质点组成一个刚体。µ = αm，m为地球质
量，α为地球偏离球形的那部分质量的一半与地球质量的比值。地球半径为
a，地球与太阳的距离为R，a ≪ R。θ = 23.5◦。在质量为M的太阳的引力场
中受到的力矩是

τ =
GµMa

R2 + a2 − 2Ra cos θ
sin(θ + a sin θ/R)
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− GµMa

R2 + a2 + 2Ra cos θ
sin(θ − a sin θ/R)

=
3GµMa2

R3
sin θ cos θ (9.70)

地球的公转周期为T，则GM/R3 = 4π2/T 2。于是

τ =
12π2αma2

T 2
sin θ cos θ (9.71)

Ω = 2π/Γ为地球进动角速度，则

LΩ sin θ =
12π2αma2

T 2
sin θ cos θ (9.72)

L = 2
5
ma2 2π

λ
，λ为地球自转周期。于是

Γ =
T

λ

2

15α cos θ
T =

53

α
T (9.73)

地球两轴半径相差∆a，∆a/a ∼ 300。因此α = 1
2
∆V
V

= 1
2
∆a
a

= 1
600

。于是T ∼
30000年。

图 9.11: 地球的进动
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为了对惯性系有更进一步的理解，我们来看一下非惯性系。参考系的基本结
构是一个刚体。参考系中有观察者和测量工具，测量工具用来观测物理过
程。本质上 讲测量工具也是作为参考系基本结构的刚体的一部分。只有刚性
连接的一系列质点才能作为观测的参考 基准，并记录测量结果。而坐标系只
是为了描述方便而为时空点引入的一套参数。坐 标系的选择具有随意性，
完全是为了讨论问题的方便。比如可以选择与参考系固定在一起的直角坐标
系， 也可以选择与质点一起运动的极坐标系。物理规律都是相对于参考系而
言，用不同的坐标系，可以写出 不同的具体形式。牛顿力学的原理只在惯性
参考系中成立。但是对于一些问题引入非惯性系会简化计算。 运用非惯性系
时需要引入虚拟力。

一个刚体的一般运动是平动加转动。在一个惯性参考系中看另一个参考系，
作为一个刚体其可能运动也 是平动加转动。一般地，非惯性参考系是两种运
动的组合。下面我们只考虑非惯性参考系的两种最简单的情形，匀加速平动
和定轴匀速转动。

10.1 匀加速平动非惯性系

α为一惯性参考系，β为一相对α作匀加速平动的非惯性参考系，加速度
为A⃗。 对于空间某一点，在α和β中分别用r⃗α和r⃗β描写， r⃗β = r⃗α − R⃗，进
而a⃗β = a⃗α − A⃗。 F⃗ = ma⃗α ⇒ F⃗ = ma⃗β +mA⃗或F⃗ −mA⃗ = ma⃗β，将−mA⃗ 定
义为虚拟力F⃗fict = −mA⃗，则有F⃗ + F⃗fict = ma⃗β。匀加 速参考系中的虚拟力
与重力类似，作用在多粒子系统的虚拟力可认为是作用在质心上。

重新考虑前面的一个例题（图9.4）。

在非惯性系中 f − Ffict = Ma′。 其中 Ffict = MA。 而 Rf = −I0α
′， 其中

I0 =
1
2
MR2， 以及 α′R = a′。 于是 a′ = −2

3
A，即a = A+ a′ = 1

3
A。

10.2 定轴匀速转动非惯性系

考虑矢量B⃗在惯性和非惯性参考系中的变化。为此需要仔细地考虑测量的
过程。对一个矢量的测量事实上就是 用作为刚体的参考系记录下每一时刻
的矢量。任何测量只能参照自己的参考系。在非惯性系中的该记录随时间
而变化（在惯性系中观察）： B⃗ → B⃗′。因而在非惯性系中测量时，∆B⃗′ =
B⃗(t+∆t)− B⃗′(t)。而

B⃗′(t) = B⃗(t) + Ω⃗× B⃗∆t (10.1)

75
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图 10.1: 定轴匀速转动非惯性系中的矢量

所以

∆B⃗′

∆t
=

∆B⃗

∆t
− Ω⃗× B⃗ (10.2)

或者

(
dB⃗
dt

)
in

=

(
dB⃗
dt

)
rot

+ Ω⃗× B⃗ (10.3)

矢量在任一瞬时，在两个参考系中都一样，但时间变化率不同。这样我们可
以求出非惯性系中的速度和 加速度：

v⃗in = v⃗rot + Ω⃗× r⃗ (10.4)

以及

a⃗in =

(
dv⃗in
dt

)
rot

+ Ω⃗× v⃗in

=

[
d
dt
(v⃗rot + Ω⃗× r⃗)

]
rot

+ Ω⃗× (v⃗rot + Ω⃗× r⃗)

=

(
d
dt
v⃗rot

)
rot

+ Ω⃗×
(
dr⃗
dt

)
rot

+ Ω⃗× v⃗rot + Ω⃗× (Ω⃗× r⃗)

=a⃗rot + 2Ω⃗× v⃗rot + Ω⃗× (Ω⃗× r⃗) (10.5)

由于
F⃗ = ma⃗in = m(⃗arot + 2Ω⃗× v⃗rot + Ω⃗× (Ω⃗× r⃗)) (10.6)

于是
ma⃗rot = F⃗ − 2mΩ⃗× v⃗rot −mΩ⃗× (Ω⃗× r⃗) (10.7)
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虚拟力
F⃗fict = −2mΩ⃗× v⃗rot −mΩ⃗× (Ω⃗× r⃗) (10.8)

第一项叫Coriolis力，垂直于Ω⃗和v⃗，运动时才存在。

第二项叫离心力，方向为径向向外，大小为mΩ2ρ。

利用转动的非惯性系会为分析问题带来方便。下面讨论几个由于地球转动带
来的效应。

重力加速度

离心力
Fcent = mω2R sin θ = mω2R cosλ (10.9)

λ为纬度。于是朝向地心的重力加速度的改变量为

g(λ) =g − ω2R cos2 λ
=(g − ω2R) + (ω2R− ω2R cos2 λ)
=g0 + ω2R sin2 λ (10.10)

g0是赤道上的加速度。

g(λ) = 9.8(1 + 0.0035 sin2 λ) (10.11)

自由落体的偏离

自由落体下落过程中由于速度的存在，会受到Coriolis力。科氏力为−2mω⃗ ×
v⃗， 方向指向东。与一个重锤所指的点相比，落体偏东。落体速度v = gt，
因而科氏力的大小为2mωgt cosλ。所以在向东的方向上的运动方程是

m
d2x
dt2

= 2mωgt cosλ (10.12)

积分得到
x =

1

3
gωt3 cosλ (10.13)

而总的下落时间t =
√

2h
g
，因此

x =
2
√
2

3

ω cosλ
g1/2

h3/2 (10.14)

=2× 10−5h3/2 cosλ(m)

h = 50 m时，在北（或南）纬45°，x ∼ 5 mm。

在非惯性系中得到落体偏东，事实上在惯性系中可以得到同样的结论。为方
便，仅考虑赤道上 的情形，在地面上h处，物体具有比地面更大的向东的速
度：v0x = ω(R + h)，R是地球半径。在x方向上引力的分量是

Fx = − x

R
mg (10.15)
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这里用到x ∼ ωRt当h ≪ R。 于是

d2x
dt2

= −gωt (10.16)

积分得到
dx
dt

= v0x −
1

2
gωt2 = ω(R + h)− 1

2
gωt2 (10.17)

再积分
x = ω(R + h)t− 1

6
gωt3 (10.18)

但是O点也在运动，所以偏离的距离是ωht − 1
6
gωt3。而h = 1

2
gt2，因而得到

与用科氏力同样的结果。

傅科摆

傅科摆的摆动平面缓慢转动，能用来作为地球本身在转动的证据。

参考Kleppner例8.11的图。 v⃗在(r̂, θ̂)构成的平面中。ω的ẑ分量是ω sinλẑ。v⃗的θ̂分
量很小，可忽略。

F⃗CH =− 2mω sinλẑ × v⃗

=− 2mω sinλ

∣∣∣∣∣r̂ θ̂ ẑ
0 0 1
ṙ 0 0

∣∣∣∣∣
=− 2mω sinλṙθ̂ (10.19)

F⃗CH垂直于摆动平面，引起平面发生转动。θ̂方向的运动方程：

m(rθ̈ + 2ṙθ̇) = −2mω sinλṙ (10.20)

即
rθ̈ + 2ṙθ̇ = −2ω sinλṙ (10.21)

解为θ̇ =常数。这时θ̇ = −Ω sinλ，沿顺时针方向进动，周期为T = 2π/θ̇ =
2π/Ω sinλ = 24hours/ sinλ。

天气系统

参考Kleppner例8.10的图。

当大气中有低气压或高气压中心时，气体向内或向外流动。由于科氏力的作
用，会形成大气环流。 在北半球低气压中心形成逆时针环流，高气压中心形
成顺时针环流。而在赤道附近，科氏力为零，没有大 气环流形成。

由于气压差，大气会向中心运动。但由于科氏力，大气开始旋转。稳定后，
压强差和科 氏力提供旋转的向心力。

m
v2

r
= S∆P − 2mvω sinλ (10.22)
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m = ρS∆r (10.23)

ρ是密度，则

v2

r
=

1

ρ

dP

dr
− 2vω sinλ (10.24)

风速

v =

√
(rω sinλ)2 +

r

ω

dP

dr
− rΩ sinλ (10.25)

可达到> 100km/h。
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11 线性系统

我们开始探讨自然界普遍存在的波动行为。为此先补充一些数学知识。

11.1 线性系统

谐振子是线性系统的特例。一个自由谐振子的微分方程是

m
d2x
dt2

+ γm
dx
dt

+mω2
0x = 0 (11.1)

一般地，一个线性系统的微分方程是

an
dnx
dtn

+ an−1
dn−1x

dtn−1
+ ...+ a1

dx
dt

+ a0x = 0 (11.2)

我们可以使用符号L(x)，叫做算子，来代表线性系统。上面的方程简记为

L(x) = 0 (11.3)

一个线性系统满足

L(x+ y) = L(x) + L(y) (11.4)
L(ax) = aL(x) (11.5)

线性系统很重要，因为我们处理的大部分问题都可以近似地看作线性系统，
而且我们也只能对线性系统进行有效的分析。 我们经常看到和使用三角函数
和指数函数，其原因就是我们在处理线性系统。三角函数和指数函数是线性
系统的解。我们将使用指数函数。指数函数优于三角函数之处是能够用一个
函数形式统一表示解，而不需要sin、cos、sinh和cosh四个函数。 让我们来解
方程11.2。一个解是

x = Aeiωt (11.6)
将解代入方程 11.2得到

an(iω)
n + an−1(iω)

n−1 + ...+ a1(iω) + a0 = 0 (11.7)

这个方程有n个根：ω1, ω2,..., ωn。方程 11.2的普遍解是

x(t) =
n∑

j=1

cje
iωjt (11.8)

一般地，ω是复数。其实部代表周期振荡，虚部代表指数衰减或增加。

如果我们有一个n阶的微分方程，就会有n个独立的解。独立的解的数目叫做
系统的自由度。独立的解的任意线性组合仍然是一个解。

我们要求系数ai为实数，则一个解的复共轭也是解，而所有的解与实轴成对
称分布。
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11.2 受迫线性系统

当一个线性系统受到外力时，方程变为

L(x) = F (t) (11.9)

如果我们有了一个受迫系统的解，叫做xF（受迫解），我们可以再加上一个
自由解（方程 11.8 ）。通常一个线性系统都有阻尼项，自由解最终会被衰
减。 因此自由解的部分叫做瞬态解。受迫解不会衰减，因为有外力驱动。起
始时，依赖与初始条件，系统的运动会因情况不同而不同。但最终，经过一
段长时间后， 解变得唯一。

假设我们有一个力Fa作用在系统上。这时的受迫解是xa。假如我们还有另外
一个力Fb，其对应的解为xb。如果两个力 同时作用，则解是xa和xb之和，因
为

L(xa + xb) = L(xa) + L(xb) = Fa(t) + Fb(t) (11.10)

只是线性系统叠加原理的一个例子。它意味着如果我们有一个复杂的力，我
们可以先试图把这个力分解为几个简单的力之和。所谓简单是指我们可以解
相应 的方程。于是系统的解就是这些解的叠加。例如，受迫谐振子的驱动力
是F cosωt，阻尼项γẋ会引入sinωt，导致 解方程的过程变得复杂。但是我们
可以先把力分解为

F cosωt =
F

2
eiωt +

F

2
e−iωt = F+(t) + F−(t) (11.11)

其中F+(t) = (F/2)eiωt，F−(t) = (F/2)e−iωt。

我们可以很容易地找到F±对应的解。对于F+,

d2x
dt2

+ γ
dx
dt

+ ω2
0x =

F

2m
eiωt (11.12)

解的形式是
x+ = A+e

iωt (11.13)

A+ 满足

−ω2A+ + iωγA+ + ω2
0A+ =

F

2m
(11.14)

解出A+得到

A+ =
F

2m

1

ω2
0 − ω2 + iωγ

(11.15)

类似地，
A− =

F

2m

1

ω2
0 − ω2 − iωγ

(11.16)

于是x的解是

x = x+ + x−
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=
F

2m

(
eiωt

ω2
0 − ω2 + iωγ

+
e−iωt

ω2
0 − ω2 − iωγ

)
=

F

m
ℜ
(

eiωt

ω2
0 − ω2 + iωγ

)
(11.17)

这与前一章的结果相同。

我们观察到无论怎样对eiωt取导数，都保持同样的函数形式。如果ω是系统的
共振频率，则L(eiωt) = 0。如果不是，则有L(eiωt) ∼ eiωt。因而，我们可以
试图先将周期驱动力分解为指数函数形式，然后再将各自的响应合成。

使用代数的语言，eiωt是算符L的本征函数。可以将任意函数对本征函数展
开。

11.3 Fourier分析

最方便的分解驱动力的方法是用Fourier序列。我们假设驱动力F (t)是时间的
周期函数，周期为T。

F (t) =
∞∑
−∞

fne
iωnt (11.18)

这里ωn = 2nπ/T。序列中的每一项都是以T为周期的周期函数。我们使用指
数函数展开的原因是，正如上一节看到的，容易找到线性系统的解。 一般地
只要F (t)不是非常奇异，我们都可以有上面的展开。另外一个使用指数函数
而不是sin和cos的好处是，我们只需要一类函数作为展开的基。 当然，指数
函数的自变量需要从−∞到∞。如果F为实，fn = f ∗

−n。

如何才能找到fn？我们先看下面的事实：

1

T

∫ T

0

eiωmte−iωntdt = δmn (11.19)

其中
δmn =

{
1, n = m
0, n ̸= m (11.20)

我们称这些指数函数是正交的。如果我们把式 11.18两边乘以e−iωmt，然后
从0到T积分，可以得到

fm =
1

T

∫ T

0

F (t)e−iωmtdt (11.21)

如同我们熟悉的线性空间一样，指数函数作为基矢量，也张成了一个线性空
间。内积由积分给出。这些函数的正交性由式11.19体现。

由于我们的世界是线性的，所以Fourier变换及其有用。它将外部的激发分解
成不同的频率，而线性系统对每个频率的响应都是简单的。
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一个Fourier变换的例子： 一个周期函数为

F (t) =

{
1, 0 < x < T/2

−1, −T/2 < x < 0 (11.22)

容易证明
fn =

i

mπ
((−1)n − 1) (11.23)

这样

F (t) =
i

π

∞∑
n=−∞

1

n
((−1)n − 1)eiωnt

=
4

π

(
sinωt+

1

3
sin 3ωt+

1

5
sin 5ωt+ ...

)
(11.24)

其中ω = 2π/T。

如果令t = T/4，则有

1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ ... =

π

4
(11.25)

按照(11.18)式对力进行分解后，容易得到受迫谐振子的解为

x =
∞∑

n=−∞

fn
m

1

ω2
0 − ω2

n + iγωn

eiωnt (11.26)

当ωn接近ω0时发生共振。



12 波动

这里先讨论机械波。

12.1 运动模式

我们要讨论多个粒子通过简谐力联系在一起时的运动行为。 由于很多系统在
每个粒子的平衡位置附近，粒子间的作用力可用简谐力近似，因而以下讨 论
具有普遍意义。

图 12.1: 一维链的运动模式

一个有n个粒子的一维链共有n个自由度。因此只要我们能够找到一组包括n
个独立解的集合，就可以得到问题的一般解。一般解为这n个独立解的线性
组合。我们发现一组方便的独立解是这样构成的：相应于每一个解，链上的
每个粒子都以相同的频率振动，每个粒子的振幅和相位可以不同，但有关联
而不能随意。这种解称为集体运动。这相当于n个独立的解张成了一个完备
的线性空间。这些解是空间的基矢量。任何矢量可以用基矢量展开。

先考虑两个粒子的情况

m
d2u1

dt2
= −K(u1 − u2) (12.1)

m
d2u2

dt2
= −K(u2 − u1) (12.2)

将两运动方程相加：

m
d2(u1 + u2)

dt2
= 0 (12.3)

相应于两个质点一同平动，可以看作ω1 = 0。 两式相减：

m
d2(u2 − u1)

dt2
= −2K(u2 − u1) (12.4)

是两质点的相对运动，角频率ω2 =
√

2K
m

=
√
2ω0。ω1和ω2都是两质点运动的

模式。可以看到集体运动即是将粒子的坐标进行线性组合得到新的坐标。
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零频率代表平动。考虑一个简谐振动，u = A sinωt。t = 0时，u̇ = v，
则A = v/ω。于是u = v

ω
sinωt = vt · sinωt

ωt
。当ω → 0，u → vt。

利用矩阵我们可以将这种线性组合的做法变得更加形式化。运动方程可以写
成矩阵形式

d2

dt2

(
u1

u2

)
=

(
−ω2

0 ω2
0

ω2
0 −ω2

0

)(
u1

u2

)
(12.5)

令

u =

(
u1

u2

)
, Ω =

(
−ω2

0 ω2
0

ω2
0 −ω2

0

)
(12.6)

Ω是对称矩阵。运动方程可以记为

d2u

dt2
= Ωu (12.7)

利用矩阵形式，粒子坐标的线性组合可表示为u′ = Su。u′满足方程

d2u′

dt2
= SΩS−1u′ (12.8)

如果u′的每个分量都代表一个集体模式，则SΩS−1必须是对角矩阵。因此寻
找集体模式的过程即是将矩阵Ω对角化的过程。线性代数可以告诉我们对
于Ω这样一个对称矩阵，总可以找到一个矩阵S使其对角化，因此总可以找
到两个模式。例如对于上述两粒子问题，

S =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
(12.9)

利用一种集体模式中每个粒子的频率相同这样一个特点可以假设解为

u1 = A1e
iωt (12.10)

u2 = A2e
iωt (12.11)

于是，

(mω2 −K)A1 +KA2 = 0 (12.12)
KA1 + (mω2 −K)A2 = 0 (12.13)

两个解分别为ω1 = 0和ω2 =
√

2K
m

=
√
2ω0。对应于ω1有A1 = A2，代表两

个粒子一起平动。对应于ω2有A1 = −A2，代表两个粒子以同样频率相向运
动。ω1和ω2是系统的两个独立的运动模式，一般的解是两个模式的线性组
合。

一个一般地得到A1和A2的做法是使用矩阵。这需要用到一个重要的结论：如
果Ax = 0有x的非零解，则矩阵A的行列式|A|必为零。 有关A1和A2的方程可
以写成矩阵的形式 (

ω2
0 −ω2

0

−ω2
0 ω2

0

)(
A1

A2

)
= ω2

(
A1

A2

)
(12.14)
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或者 (
ω2
0 − ω2 −ω2

0

−ω2
0 ω2

0 − ω2

)(
A1

A2

)
= 0 (12.15)

行列式 ∣∣∣∣ω2
0 − ω2 −ω2

0
−ω2

0 ω2
0 − ω2

∣∣∣∣ = 0 (12.16)

即
(ω2

0 − ω2)2 = ω4
0 (12.17)

解为

ω1 = 0, A1 = A2 (12.18)

ω2 =
√
2ω0, A1 = −A2 (12.19)

以上的过程不仅仅适用于两粒子的情形。考虑三个粒子的运动

m
d2u1

dt2
= −K(u1 − u2) (12.20)

m
d2u2

dt2
= −K(u2 − u1)−K(u2 − u3) (12.21)

m
d2u3

dt2
= −K(u3 − u2) (12.22)

试探解：ui = Aie
iωt（为了方便取复数解）代入运动方程

(mω2 −K)A1 +KA2 = 0 (12.23)
KA1 + (mω2 − 2K)A2 +KA3 = 0 (12.24)

KA2 + (mω2 −K)A3 = 0 (12.25)

如果K ̸= mω2，则

A1 = − K

mω2 −K
A2 (12.26)

A3 = − K

mω2 −K
A2 (12.27)

带入第二个方程得到(
2K2

mω2 −K
+ (2K −mω2)

)
A2 = 0 (12.28)

于是
(mω2)2 = 3K(mω2) (12.29)

解为

ω1 = 0, ω3 =

√
3K

m
=

√
3ω0 (12.30)

当ω1 = 0时，A1 = A2 = A3，三个粒子同时平动。
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当ω3 =
√
3ω0时，A1 = A3 = −1

2
A2。

如果K = mω2，代入方程，发现也是解，这时ω2 = ω0，A2 = 0，A1 =
−A3。

我们得到三个集体运动的解，频率分别为ω1 = 0，ω2 = ω0和ω3 =
√
3ω0。 每

个模式中各个粒子的振幅如图12.2所示。

图 12.2: 三粒子的运动模式

也可以用矩阵得到解 ω2
0 −ω2

0 0
−ω2

0 2ω2
0 −ω2

0 −ω2
0 ω2

0

A1

A2

A3

 = ω2

A1

A2

A3

 (12.31)

由 ∣∣∣∣∣ω
2
0 − ω2 −ω2

0 0
−ω2

0 2ω2
0 − ω2 −ω2

0 −ω2
0 ω2

0 − ω2

∣∣∣∣∣ = 0 (12.32)

得到
ω2(ω2

0 − ω2)(ω2 − 3ω2
0) = 0 (12.33)

也可得到同样的三个解：0，ω0和
√
3ω0。

也可以利用矩阵对角化的方式得到集体模式。可以证明对于三个粒子

S =

1 1 1
1 0 −1
2 −1 2

 (12.34)

这时三个集体模式的坐标分别为

u′
1 = u1 + u2 + u3

u′
2 = u1 − u3

u′
3 = 2u1 − u2 + 2u3 (12.35)

而

SΩS−1 =

0 0 0
0 ω2

0 0
0 0 3ω2

0

 (12.36)

于是u′
1、u′

2和u′
3三个集体坐标的频率分别为0、ω0和

√
3ω0。
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集体运动一个模式意味着每个粒子都以同样的频率运动。但由于粒子之间有
关联，所以每个粒子的 运动的振幅和相位有关联，不能随意。

集体运动模式是特解，每个模式有单一的频率。线性系统一般的运动是集体
模式的线性组合。一般的，运动是各个集体运动模式的线性叠 加，每个模式
都有单一频率。叠加后，每个模式仍独立存在，叠加能产生无穷多种运动行
为。

叠加的一个例子

例如在三个粒子时，不考虑ω1，另两个模式的运动分别为

ω2 = ω0：
u1 = Aeiω2t, u2 = 0, u3 = −Aeiω2t (12.37)

ω3 =
√
3ω0：

u1 = −1

2
Beiω3t, u2 = Beiω3t, u3 = −1

2
Beiω3t (12.38)

一般地，将两种模式叠加起来，取实部（假设A和B为实）

u1 = A cosω2t−
1

2
B cosω3t (12.39)

u2 = B cosω3t (12.40)

u3 = −A cosω2t−
1

2
B cosω3t (12.41)

第一和第三两个粒子的运动都包含ω2，ω3的成份，第二个粒子只有ω3。
如果B = 0，只有第一种模式，如果A = 0，只有第二种模式。假如A =
1，B = 2

u1 = cosω2t− cosω3t = −2 sin
ω2 + ω3

2
t sin

ω2 − ω3

2
t (12.42)

u3 = − cosω2t− cosω3t = −2 cos
ω2 + ω3

2
t cos

ω2 − ω3

2
t (12.43)

在u1为0时，u3达到最大值，反之亦然，能量在1和3之间传递，这是一种波
动行为。

我们发现两个粒子有两个模式，三个粒子有三个模式。利用前面关于矩阵对
角化的讨论可以知道N个粒子的系统会有N个模式。这样的系统推广到无穷
多粒子应该有无穷多模式（图12.3）。

12.2 一维环的运动模式

一维链模型的一个不方便的地方是端点的两个粒子与其他粒子所处环境不
同。为了讨论问题方便我们将两个端点用同样的弹簧连接起来形成环。这样
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图 12.3: 不同粒子数的模式数

的系统不再有端点。如果N很大，则开放和闭合环在运动模式上的差别可以
忽略。

先看三个粒子的情形。这时需要解的方程是2ω2
0 −ω2

0 −ω2
0

−ω2
0 2ω2

0 −ω2

−ω2
0 −ω2

0 2ω2
0

A1

A2

A3

 = ω2

A1

A2

A3

 (12.44)

该方程为线性齐次方程。只有当ω为某些特殊值才有非零解。对于这样的一
个ω，方程的任一个解可由几个线性无关的解表示出来。这几个线性无关的
解称为基础解系。线性无关解的个数称为基础解系的维度。

可以证明三个模式分别为

ω1 = 0 : A1 = 1, A2 = 1, A3 = 1 (12.45)
ω2 =

√
3ω0 : A1 = 1, A2 = e−i 2

3
π, A3 = e−i 4

3
π (12.46)

ω3 =
√
3ω0 : A1 = 1, A2 = ei

2
3
π, A3 = ei

4
3
π (12.47)

对于ω1，基础解系的维度为1。后两种模式频率相同，称为简并。对应的情
况是当ω =

√
3ω0时，基础解系的维度为2。

将第j个模式中第n个粒子的位移表示为统一的形式：uj
n = A exp (iωjt− iϕj

n)。n =
0, 1, ..., N − 1。ϕj

n表示第n个粒子在以第j个模式振动时的相位。可以发现在
同一个模式中，相邻粒子的相位差固定。例如三个粒子的系统中，令∆ϕj =
ϕj
1 − ϕj

2 = ϕj
2 − ϕj

3 = ϕj
3 − ϕj

1。第一个模式中∆ϕ1 = 0 × 2π/3，第二个模式
中∆ϕ2 = 1× 2π/3，第三个模式中∆ϕ3 = (−1)× 2π/3。都是把2π分成三等分
后再乘以一个整数。

对于四个粒子，运动方程对应于
2ω2

0 −ω2
0 0 −ω2

0

−ω2
0 2ω2

0 −ω2 0
0 −ω2

0 2ω2
0 −ω2

0

−ω2
0 0 −ω2

0 2ω2
0



A1

A2

A3

A4

 = ω2


A1

A2

A3

A4

 (12.48)

ω1 = 0 : A1 = 1, A2 = 1, A3 = 1;A4 = 1 (12.49)
ω2 =

√
2ω0 : A1 = 1, A2 = e−i 1

2
π, A3 = e−iπ;A4 = e−i 3

2
π (12.50)
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ω3 =
√
2ω0 : A1 = 1, A2 = ei

1
2
π, A3 = eiπ;A4 = ei

3
2
π (12.51)

ω4 = 2ω0 : A1 = 1, A2 = e−iπ, A3 = e−i2π;A3 = e−i3π (12.52)

令∆ϕj = ϕj
1 − ϕj

2 = ϕj
2 − ϕj

3 = ϕj
3 − ϕj

4 = ϕj
4 − ϕj

1。第一个模式中∆ϕ1 =
0×2π/4，第二个模式中∆ϕ2 = 1×2π/4，第三个模式中∆ϕ3 = (−1)×2π/4，
第四个模式中∆ϕ4 = 2× 2π/4。都是把2π分成四等分后再乘以一个整数。

以上的行为具有普遍性。一个N个粒子的环中，相邻粒子的相位差固定，
第n个粒子的相位ϕj

n = n∆ϕj，∆ϕj是2π/N的整数倍。定义kj = ∆ϕj/a，是
单位长度上的相位差，称为波数（wave number）。波数表示一个模式在空
间上的分布。 例如，对于三个粒子的三个模式，波数分别为k1 = 0，k2 =
2π/3a和k3 = −2π/3a；对于四个粒子的四个模式，波数分别为k1 = 0、k2 =
π/2a、k3 = −π/2a和k4 = π/a。定义了波数，第n个粒子在第j个模式中的位
移可以统一写为

uj
n = Aei(ωjt−kjna) (12.53)

k通过j与ω有函数关系，称为色散关系。容易看出对于三个粒子，(ωj, kj)三
个点都落在ω = 2ω0

∣∣sin ka
2

∣∣这样一条曲线上。对于四个粒子，(ωj, kj)四个点
也落在同一条曲线上。

还可以尝试比如六个粒子，(ω1, k1) = (0, 0)、(ω2, k2) = (ω0, π/3a)、(ω3, k3) =
(ω0,−π/3a)、(ω4, k4) = (

√
3ω0, 2π/3a)、(ω5, k5) = (

√
3ω0,−2π/3a)和(ω6, k6) =

(2ω0, π/a)。这六个点也落在ω = 2ω0

∣∣sin ka
2

∣∣这样一条曲线上。

现在考虑无穷多个粒子。粒子的编号为xn = na，n = −∞，...，∞。粒子只
沿链方向运动，un是粒子 n的位移。前面提到无穷长链中有无穷多种模式。
第n个粒子的运动方程是：

m
d2un

dt2
= K(un+1 − un)−K(un − un−1) (12.54)

或
d2un

dt2
= ω2

0(un+1 − 2un + un−1) (12.55)

我们仍然试图求出每个粒子的运动都有相同频率的模式。方程的解为：

un(t) = Ane
iωt (12.56)

于是
−ω2An = ω2

0(An+1 − 2An + An−1) (12.57)

可以验证解为
An = Ae−ikna = Ae−ikxn (12.58)

其中波数k仍然是单位长度上相位差，与ω满足色散关系

ω = 2ω0

∣∣∣∣sin ka

2

∣∣∣∣ , −π

a
< k <

π

a
(12.59)

于是有
un(t) = Aei(ωt−kna) (12.60)
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模式用波数k来标记。一对ω和k对应一个解、一个模式。这个模式中每个粒
子都在以相同的频率 振动，但不同位置的粒子，振动的相位(ωt − kna)不
同。对于同一时刻相邻的两个粒子相位差是ka（图12.4）。因而k为单位长
度上相位的变化。如果k > 0，n + 1粒子比n粒子相 位落后ka，需要ka/ω的
时间n + 1的粒子的相位才能赶上。ω越大，k就越大，相位差也就越大。这
是因为频率越大，下一个粒子就越跟不上前一个粒子的运动。如果k < 0，
那么左边粒子 的相位落后于右边粒子的相位。所以在k > 0时相位向右传
播，k < 0时相位向左传播。k给出 相位传播方向和速度。相位沿k方向传
播。相位的传播速度为：

vp = a

/
ka

ω
=

ω

k
(12.61)

图 12.4: k与相位的关系

再考虑某一确定时刻，运动在空间中的分布：

un(t) = A cos(ωt− nka) = A cos(ωt− kxn) (12.62)

对于一定频率，相邻粒子的相位差一定，隔一段距离后相位差会改变2π。
每经过空间上2π/k的距离，un(k)重复一次。因而空间上具有λ = 2π/k 的周
期，λ叫波长。 λ越小ω越大，因为小λ意味着粒子间的强耦合。

我们把上面解出的运动模式叫行波解。在一个模式中，每个粒子有相同的振
动频率，空间上波形是一个正弦 波。该正弦波沿某方向移动，时间上的周期
是2π/ω，空间上的周期为λ = 2π/k。 在一个模式中，每个粒子在平衡位置
附近做简谐振动，其振幅相同，相位不同。位移成正弦分布。前后两个粒子
的相位差为一确定值。

12.3 色散关系

ω = 2

∣∣∣∣ω0 sin
ka

2

∣∣∣∣ (12.63)
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以2π/a为周期。

图 12.5: 一维链的色散关系

原则上k的取值范围是−∞到∞。但按照上式，k和k+2π/a给出同样的ω，实
际上只有−π/a到π/a的k才是独立的。对于k+2π/a，un(t) = Aei(ωt−n(k+ 2π

a
)a) =

Aei(ωt−nka)，给出与k相同的位移。因而k与k + 2π/a描述的是同一个波。 例
如，k = π

a
（λ = 2a）和k = π

a
+ 2π

a
= 3π

a
（λ = 2a

3
）两个波所对应的粒子的

位移完全相同（图12.6）。在链上波长最短为2a。 比2a小的波长总可以找
到一个比2a大的波长与之对应，二者有相同的振动行为。相邻粒子的相位可
差2π的整数倍，描述相同的运动。 当k = π/a时，相邻粒子的运动反向，能
量不再传递。

图 12.6: k = π/a和k = 3π/a是相同的运动

由色散关系还可以得知，ω的最大值是2ω0。当λ = 2a时，ω达到最大。对于
无限多的粒子，集体运动模式的频率展宽为2ω0。

2ω0称为截止频率（cut-off frequency）。用小于2ω0的频率去激发，运动会
传播。如果ω > 2ω0会发生什么？假如在链的一端用大于2ω0的频率去激发，
方程d2un/dt2 = ω2

0(un+1 − 2un + un−1)不会有un(t) = Aei(ωt−nka)形式的解。
但如果让k为虚数k = −iκ，则un(t) = Aeiωt−nκa仍为上式的解。因此，为
使ω > 2ω0，k必须为虚数。但是，

ω2 = ω2
0(e

κa − 2 + e−κa)

= ω2
0(e

κa/2 − e−κa/2)2
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= ω2
0 · 4 sinh

2 κa

2
(12.64)

即：
ω = 2ω0 sinh

κa

2
(12.65)

这时ω大于2ω0，un(t)在空间上呈指数衰减，大于截止频率的波不能传播，
质点形成的链相当于一个低通滤波器。截止频率来源于系统的分立结构。当
波长与a可比拟时，色散 关系的曲线开始下弯曲，在λ = 2a时达到ω的最大
值。再短的波长不再给出更高的频率。 能量传递需要时间。下一个粒子需要
一定的反应时间。在下一个粒子反应过来前，如前一个粒子的运动已发生很
大的变化，会发生反向推动，总的能量传递为0。 如前所述，在λ ≫ a时，
空间中粒子的分立结构不再重要。这时，可以将波传播的媒质看成是连 续
的。当λ ≫ a（或ka ≪ 1）时，ω ≃ ω0ka，相速度vp ≃ ω0a = c为常数。这
时色散关系近似为一条直线，斜率为vp，这 类似于空气中的声波。空气中的
声波对于不同的频率有相同的相速度，即没有色散，否则利用声音进行 通讯
是不可想象的。

12.4 长波极限

在长波极限下（λ ≫ a），分立的运动方程变为连续。 重新考虑运动方程

d2un

dt2
= ω2

0(un+1 − 2un + un−1) (12.66)

λ ≫ a时，相邻粒子的u差别不大，利用Taylor展开，

un+1 − 2un + un−1

=(u(xn + a, t)− u(xn, t))− (u(xn, t)− u(xn − a, t))

=
∂u

∂x
a+

1

2

∂2u

∂x2
a2 − ∂u

∂x
a+

1

2

∂2u

∂x2
a2

=
∂2u

∂x2
a2 (12.67)

因而运动方程成为：

∂2u

∂t2
− a2ω2

0

∂2u

∂x2
= 0 (12.68)

即
∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= 0 (12.69)

c = ω0a就是前面讨论相速度在λ ≫ a极限下的值。上面方程的单频解
为u(x, t) = Aei(ωt−kx)。代入得到ω = kc，与前面的分析一致。λ ≫ a时，vp为

常数，c =
√

K
m
a。 利用这个c的公式可以写出杆中的声速。杆的密度为
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ρ，ρ = m/Sa，S是截面积。而弹簧系数K正比于S/a，这可以用串联弹簧
和并联弹簧得出， 因而K = Y (S/a)，Y叫杨氏模量。所以c =

√
Y
ρ
。一般

地，Y ∼ 1010N/m2，ρ ∼ 103 − 104kg/m3，则c ∼ 103 − 104m/s。

12.5 波动中的能量

在波动行为中，波的载体并不传播，但波这种运动形式在传播。在前面的例
子中，每个粒子都在平衡位置 周围振动，但是相位和能量可以沿k的方向传
播。相邻的两个粒子间有相位差。这意味着一个粒子可以对它周围的粒子做
功，从而产生能量的 传播。如两个粒子完全同相，彼此不做功。

粒子n作用在（n+1）上的力为

−K(ℜ(un+1)−ℜ(un))

=−KA(cos(ωt− (n+ 1)ka)− cos(ωt− nka)) (12.70)

第（n+1）个粒子的速度为

d(ℜ(un+1))

dt
= −ωA sin(ωt− (n+ 1)ka) (12.71)

粒子n作用在(n+1)上的平均功率为(ω = 2π/T )

⟨P ⟩ = 1

T

∫ T

0

KA(cos(ωt− (n+ 1)ka)

− cos(ωt− nka))ωA sin(ωt− (n+ 1)ka)dt

=
ωKA2

T

(∫ T

0

cos(ωt− (n+ 1)ka) sin(ωt− (n+ 1)ka)dt

−
∫ T

0

cos(ωt− nka) sin(ωt− (n+ 1)ka)dt
)

(12.72)

其中第一个积分为0，第二个积分是

1

T

∫ T

0

cos(ωt− nka) sin(ωt− (n+ 1)ka)dt

=
1

T

∫ T

0

cos(ωt− nka)(sin(ωt− nka) cos ka

− cos(ωt− nka) sin ka)dt

=− 1

T

∫ T

0

cos2(ωt− nka) sin kadt

=− 1

2
sin ka (12.73)
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所以，将色散关系代入得到：

⟨P ⟩ = ωKA2

2
sin ka

= ω0KA2 sin
ka

2
sin ka

= 2ω0KA2 sin2
ka

2
cos

ka

2
(12.74)

这是粒子n作用在n + 1上的平均功率。这里k > 0。当k = π/a时，⟨P ⟩ = 0。
原因是 k = π/a时，相邻粒子的相位差π，两粒子完全相向或相反运动，总
的功 率为0，尽管这时相速度为vp = 2ω0/k = 2ω0a/π，但无能量传播。得到
功率后，下面我们计算能量的传播速度。从前面的 讨论得知能量不是以相速
度vp传播。当k = π/a时，甚至没有能量传 播。原因是一个周期内作的功（n
对n+1）有一部分是正的，一部分是负的，而没有利用 全部时间让n对n+1作
正功。所以在这种情况下，能量传播速度小于相速度。能量传播 速度的计算
可参照流体的情形。在单位时间内通过一截面的质量叫做通量。而单位时 间
内通过一截面的质量等于速度v乘以单位长度内流体的质量ρ，所以速度v等
于通量除以流体线密度ρ。 完全类似，能量传播的速度等于功率（相当于能
量通量）除以能量密度。前面已经计 算了功率，下面计算能量密度。第n到
n+1这一段的平均动能：

⟨Ek⟩ =
1

2
m(u̇2

n + u̇2
n+1)/2

=
1

4
mω2A2(⟨sin2(ωt− nka)⟩

+ ⟨sin2(ωt− (n+ 1)ka)⟩)

=
1

4
mω2A2

=KA2 sin2
ka

2
(12.75)

第一行的1/2是由于每个粒子都属于左右两段。

平均势能：

⟨Ep⟩ =
1

2
K⟨(un+1 − un)

2⟩

=
1

2
KA2⟨(cos(ωt− (n+ 1)ka))− cos(ωt− nka)2⟩

=
1

2
KA2⟨cos2(ωt− (n+ 1)ka) + cos2(ωt− nka)

− 2 cos(ωt− (n+ 1)ka) cos(ωt− nka)⟩

=
1

2
KA2(1− 2⟨cos(ωt− (n+ 1)ka) cos(ωt− nka)⟩)

=
1

2
KA2(1− 2⟨cos2(ωt− nka)⟩ cos ka

+ 2⟨sin(ωt− nka) cos(ωt− nka)⟩ sin ka
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=
1

2
KA2(1− cos ka)

=KA2 sin2
ka

2
(12.76)

与平均动能相同

单位长度内的平均能量

w =
⟨Ek⟩+ ⟨Ep⟩

a
= 2

KA2

a
sin2

ka

2
(12.77)

于是能量传播速度

vg =
⟨P ⟩
w

=
2ω0KA2 sin2 ka

2
cos ka

2

2KA2

a
sin2 ka

2

=ω0a cos
ka

2
(12.78)

与相速度vp =
2ω0

k
sin ka

2
不同。当k = π

a
时，vg = 0 与前面的分析相同。

更普遍的求vg的方法是跟踪波包。平面波传播能量，但我们没有好的办法跟
踪能量的运动。而如果 我们可以制造非均匀的波，如波包，我们则可以通过
跟踪波包来定出能量的速度。波包的传播就是一包 能量的传播，制造波包的
简单办法是用两个ω相近的波的叠加（图12.7）

cos(ω1t− k1x) + cos(ω2t− k2x)

=2 cos
(
ω1 + ω2

2
t− k1 + k2

2
x

)
cos
(
ω1 − ω2

2
t− k1 − k2

2
x

)
(12.79)

当ω1与ω2接近时，第一个cos相当于以平均ω和k传播的波，第二个cos 相当于
加在振幅上的调制，在空间上和时间上都有很长的周期。

考虑振幅的调制。调制项按照cos(ω1−ω2

2
t − k1−k2

2
x)运动。这 表明上面的波

包以ω1−ω2

k1−k2
的速度运动（参照前面相速度的讨论）。 由于ω1与ω2很接近，所

以vg = dω/dk。

对于一维链，ω = 2ω0 sin ka
2
，所以

vg =
dω

dk
= 2ω0

a

2
cos

ka

2
= ω0a cos

ka

2
(12.80)

与前面一致。
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图 12.7: 拍

12.6 横波、纵波

以上讨论的都是纵波，即粒子运动方向与波传播方向平行。在流体中通常只
有纵波，因为不能有切向形变。例 如空气、水中的声波。但固体中可以有横
波，可以有切变。横波中粒子的运动方向与波传播方向垂直。

12.7 波的一般形式

∂2u
∂t2

−c2 ∂
2u

∂x2 = 0的解u(x, t) = Aei(ωt−kx)或A cos(ωt−kx)描述的是无限媒质中单
一频率，单一k的波，叫行波。行波给出了介质中波的全部模式，但与前面
三 个粒子的分析相同，波的一般形式是各种模式的一个叠加，如同Fourier
变换一样。行波解给出了一组展开的基 矢量。行波有很多应用，易于产生，
更重要的是有单一频率和动量，可用于探测物质中的激发。但一般的解，如
脉冲也有重要的用途，如用短脉冲可研究动力学、测寿命等。上面的波动方
程描述了无色散的波动，一般解为 u = f(x − ct) + g(x + ct)，f和g为任意
函数。证明如下： ∂f

∂t
= −cf ′，∂2f

∂t2
= c2f ′′，∂2f

∂x2 = f ′′，所以u是解。 在运动
中，通解始终可用f和g表示，波形不变，原因是没有色散。通解都可以表示
一系列行波的叠加。

驻波

考虑行波模式的一种特殊的叠加

u(x, t) =
A

2
cos(ωt− kx)− A

2
cos(ωt+ kx)

=A sinωt sin kx (12.81)

这是两个相反运动的行波的叠加。从图像上看每一点都以ω频率振动，但波
形不会移动。sin kx代表了一个固定的波形，叫驻波。驻波每一点的振幅只
与x有关，而不随t变化，驻波不传递能量。
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在一个两端固定的弦中，u(0) = u(l) = 0，所以k必须满足：k = nπ
l
，λ =

2l
n
。

u(x, t) = A sinωt sin
nπx

l
(12.82)

n = 1, 2, 3, ...是弦中的模式。在驻波的节点处位移永远是零。
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13 狭义相对论的基本假设

13.1 假设一

牛顿力学中一个非常不自然的特征是相互作用是超距的、瞬时传播的。这时
每个粒子所受到的其他粒子的力仅由那些粒子瞬时的运动状态有关。我们更
希望相互作用的传播需要时间。当一个体系中的一个粒子的状态发生变化
时，经过一段时间后另一个粒子才会受到影响。两粒子的距离除以这个时间
就是相互作用的传播速度。这个传播速度需要是有限的，存在上限。狭义相
对论最核心的目的就是解决超距作用的问题。而电磁现象是一个特例。在假
设I中需要改变的是ID。

假设ID

相互作用的传播速度存在上限。

相互作用不是一个抽象的概念，而是需要一个载体。 这个载体需要有一个物
理定律来描述。由于惯性系的协变性，这个定律的方程在各惯性系中有相同
的形式，因此传播速度上限在各惯性系中相同，是普适的。至于这个普适的
速度是什么则是一个实验问题。之后我们会讨论实验发现这个上限就是真空
中的光速c。这个速度的一个重要用处是使一个参考系中的时钟同步。只有
时钟同步之后时间测量才有意义。相互作用的传播速度存在上限也意味着任
何物体的运动速度也必须以此为上限，否则利用该物体作为载体就可以实现
一个传播速度超过上限的相互作用。

由假设ID我们可以推导出两个参考系间的坐标变换关系。取直角坐标系，
A与A′的坐标轴平行。在t = t′ = 0时，两坐标系原点重合。A′相对A的速度
沿x轴方向，大小为v。这时我们只需考虑x和t两个坐标的变换关系，而y =
y′，z = z′。在此我们不准备根据空间的均匀性、各相同性等给出更严格的
推导，而是不加证明地引入一些结论。我们首先认为有如下的线性关系(

x′

t′

)
=

(
λ11(v) λ14(v)
λ41(v) λ44(v)

)(
x
t

)
(13.1)

由此可以解出A′到A的变换(
x

t

)
=

(
λ44(v)

λ11(v)λ44(v)−λ14(v)λ41(v)
−λ14(v)

λ11(v)λ44(v)−λ14(v)λ41(v)
−λ41(v)

λ11(v)λ44(v)−λ14(v)λ41(v)
λ11(v)

λ11(v)λ44(v)−λ14(v)λ41(v)

)(
x′

t′

)
(13.2)

还有另一种方法得到A′到A的变换。在A′看来，A以−v的速度运动。因此从
A′到A的变换可以写为(

x
t

)
=

(
λ11(−v) λ14(−v)
λ41(−v) λ44(−v)

)(
x′

t′

)
(13.3)

为了求出λ(−v)，我们将v反向。这时变换的形式仍不变，但v、x和x′都反
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号，即 (
−x′

t′

)
=

(
λ11(−v) λ14(−v)
λ41(−v) λ44(−v)

)(
−x
t

)
(13.4)

与13.1式比较，得到

λ11(−v) = λ11(v), λ14(−v) = −λ14(v), λ41(−v) = −λ41(v), λ44(−v) = λ44(v)
(13.5)

带入到13.3就有了 (
x
t

)
=

(
λ11(v) −λ14(v)
−λ41(v) λ44(v)

)(
x′

t′

)
(13.6)

将之与13.2比较，得到

λ11 =
λ44

λ11λ44 − λ14λ41

λ14 =
λ14

λ11λ44 − λ14λ41

λ41 =
λ41

λ11λ44 − λ14λ41

λ44 =
λ11

λ11λ44 − λ14λ41

(13.7)

化简后有

λ11 = λ44 (13.8)
λ11λ44 − λ14λ41 = 1 (13.9)

这时四个待定系数减少为两个。进一步，A′的原点相对A沿x方向以速度v运
动，即当x = vt时x′ = 0。所以有

λ11v + λ14 = 0 (13.10)

以上三式将待定系数减少为了一个，这使得13.1式成为了(
x′

t′

)
=

(
λ11 −vλ11
1−λ2

11

vλ11
λ11

)(
x
t

)
(13.11)

下面定出最后一个待定系数λ11。首先，当v = 0时，(x, t) = (x′, t′)，于
是λ11(0) = 1。之后求速度的变换。

u′ =
dx′

dt′
=

u− v
1−λ2

11

vλ2
11

u+ 1
(13.12)

可以证明u′是u的单调增函数：

du′

du
=

(vλ11)
2

(1− uλ2
11 + vλ2

11)
2
> 0 (13.13)
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将u取为普适的相互作用传播速度的上限c。如果u′不等于c，则必须小于c。
于是A'中的最大速度c在变换到A后一定会大于c。这与c是普适的速度上限矛
盾。因此如果u = c，则u′ = c。这样如果实验中能够发现某个载体的速度在
不同惯性系中保持不变，这个载体就是一个可以实现最快传播相互作用的候
选者。令

c =
c− v

1−λ2
11

vλ2
11

c+ 1
(13.14)

这样

λ2
11 =

c2

c2 − v2
(13.15)

由于λ11(0) = 1，我们最后得到

λ11 =
1√

1− v2

c2

(13.16)

由此可见，任何速度v不可以大于c，否则会导致λ11为虚数这样一个非物理的
结果。这样就自动保证了c是速度上限。

为了方便，定义β = v/c，γ = 1/
√

1− v2

c2
= 1/

√
1− β2。洛伦兹变换表示为

x′ = γ(x− vt) (13.17)
y′ = y (13.18)
z′ = z (13.19)
t′ = γ(t− βx/c) (13.20)

实验中为了发现相互作用传播速度的上限可以去寻找某个可以承载传递相互
作用功能的载体，其速度不依赖于参考系，是一个普适的常数。这样一个载
体就是一个可能的选择。如果将这样的速度指定为传播速度的上限，则惯性
系间需满足洛伦兹变换。实验发现电磁场具有如此的特征。真空中电磁场以
光速c传播，不依赖于参考系。描述电磁场的方程需要具有洛伦兹协变性。
这就是麦克斯韦方程组所满足的。麦克斯韦方程组导出的电磁波在不同惯性
系中都有相同的速度。

洛伦兹变换清楚地表明同时性不再具有绝对意义。一个参考系中同时发生的
两个事件，在另一个参考系看来可能并不同时。与之相反，绝对时空意味着
判断事件的关系有一个统一的、普适的标准。绝对时间的意义是指用唯一的
一套时钟就可以测量任意参考系的时间，每一个时刻都可以有一个固定的值
而不论该参考系相对时钟有怎样的运动。因此，在任何参考系中测量两个事
件的间隔都是相同的，在一个参考系中同时的两个事件在任意参考系中也都
是同时的。绝对空间意味着对空间每一点都可以给一个固定的坐标，这个固
定的坐标不随参考系而改变。当然一个参考系可以有自己的坐标架，但这种
局域的坐标与绝对坐标的差别仅仅是原点。如果坐标轴彼此都平行，则两者
的差别为原点的绝对坐标。在相对论中，每个参考系中时间和空间的度量必
须由固定在该参考系中的时钟和尺来来完成。其中时钟通过光来同步。世界
上没有一个统一的、普适的绝对时间和空间。存在绝对时空意味着测量可以
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独立于参考系进行，而相对意味着测量依赖于参考系。时间的测量需要有与
参考系固定在一起的一套同步的时钟来完成，空间的测量需要有与参考系固
定在一起的尺子，如图13.1。观测者的作用是：判断、读数和记录。对于一
个观测者，他有与其固化在一起的这套时钟，他观察到的一个事件发生的时
间就定义为该事件发生处他的时钟的读数。我们发现的规律都是以这样的时
间测量为依据的。如果时间和空间只是用来表明事件之间关系，那么这种关
系就不是抽象的，而是应该依赖于观测者（参考系）。每个观测者应该有他
自己的工具。没有先验的理由要求不同的观测者（参考系）能看到相同的关
系，不同参考系可以有不同关系。每个人的立场不同，结论当然会不一样。

图 13.1: 固定于参考系的时钟和坐标架用于测量时间和空间

对于一个观测者（参考系），他有与其固化在一起的一套时钟，他观察到的
一个事件发生的时间就定义为位于该事件发生处的这个观测者的时钟的瞬
时读数。换句话说，一个事件发生时，可以有无穷多个时钟处于该事件的位
置，每个时钟有不同的速度和读数，而某一个时钟的读数就正好是在它所静
止的那个参考系中这个事件发生的时间。

在同一个参考系内关于时间的测量没有任何疑问。一个参考系内有一系列时
钟，它们已经互相同步。每个事件发生的时间必须用当地的时钟测量。再考
虑两个参考系的问题，如图13.1。S'以速度v沿x方向运动。当两参考系的原
点在空间上重合时，位于两参考系原点的时钟的读数均为0。假设有两个事
件1和2，在S系中它们发生在同一时刻t1 = t2 = t，∆t = t2 − t1 = 0。位置分
别为x1和x2，∆x = x2 − x1。按照洛伦兹变换，它们发生在S'系中的位置和
时间分别为

x′
1 = γ(x1 − vt) (13.21)

x′
2 = γ(x2 − vt) (13.22)
t′1 = γ(t1 − βx1/c) (13.23)
t′2 = γ(t2 − βx2/c) (13.24)
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于是有∆x′ = γ∆x和∆t′ = γ(∆t − β∆x/c) = −γβ∆x/c。这样在S'系两个
事件不再同时，同时不再具有绝对的意义。一个特殊情况是，如果S中两个
事件的空间位置也相同，即∆x = 0，∆t = 0，则它们在S'中也会有∆x′ =
0，∆t′ = 0。

由于同时的相对性，在一个参考系中同步的时钟，在另一个参考系看来，这
些时钟一般不再同步。考虑这样一个问题，在参考系S中的0时刻（每个时钟
的读数都是0）观察S'参考系的时钟。两参考系的原点在空间上重合时，位
于两参考系原点的时钟的读数均为0。在绝对时空的意义下，在S系看S'的每
个时钟都会有相同的值，且与S相同。但相对论会告诉我们，实际上在S中看
S'时，S'每个时钟的读数都不同。考虑瞬时位于S系中x点的一个属于S'的时
钟。这里要研究的事件是该时钟与坐标x重合。这个事件发生在S系中的时间
为0。而该时钟的读数就是这个事件发生在S'中的时间，即−γβx/c。所以在
S中看S'的时钟时，这些时钟在正x方向都依次落后。

再看另一个问题，一个速度为v的运动的时钟在t = 0时位于S系的原点，
即x = 0，求在t时刻时钟的读数。与上面的讨论类似，我们可以得到读数应
为γ(t− γβx/c)。

洛伦兹变换会导致与伽利略变换不同的速度变换

dx′ = γ(dx− vdt) (13.25)
dy′ = dy (13.26)
dz′ = dz (13.27)
dt′ = γ(dt− βdx/c) (13.28)

所以

u′
x =

ux − v

1− vux/c2
(13.29)

u′
y =

uy

γ(1− vux/c2)
(13.30)

u′
z =

uz

γ(1− vux/c2)
(13.31)

光速在变换下不变。

13.2 假设二

牛顿力学框架下的假设二不具有洛伦兹协变性。因而在相对论中我们需要一
个新的假设II。实验表明：

假设II

在惯性系中，总有可能将每一个粒子赋予一个与参考系无关的常数µ(i)，并
有如下性质：如果两个或多个粒子相互作用，则

∑
i γ(u(i))µ(i)u⃗(i)，u⃗(i)是

速度，在相互作用前后都有相同的值，而无论粒子间相互作用是什么。
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类似于牛顿力学，我们可以由此定义惯性质量m(i)。一个值得注意的细节是
这里我们不再提“在任何时刻”而仅是“在相互作用前后“都有相同的值。
其原因在于相互作用不再是瞬时的。

可以定义一个粒子的动量
p⃗ = γmu⃗ (13.32)

假设II表明动量守恒。

假设II（或动量守恒）要与洛伦兹变换相容。在S参考系中的初末动量为

P⃗ i =
∑
j

γ(ui(j))m(j)u⃗i(j), P⃗ f =
∑
j

γ(uf (j))m(j)u⃗f (j) (13.33)

S'参考系中的初末动量为

P⃗ ′i =
∑
j

γ(u′i(j))m(j)u⃗′i(j), P⃗ f =
∑
j

γ(u′f (j))m(j)u⃗′f (j) (13.34)

为简单起见，只考虑二维运动，两参考系间的相对速度v沿x方向。为了求动
量在不同参考系间的变换形式，需要得到γ(u)、γ(u′)和γ(v)三个量之间的关
系。容易证明

γ(u′) = γ(v)γ(u)(1− vux/c
2) (13.35)

于是
1

1− vux

c2

=
γ(u)γ(v)

γ(u′)
(13.36)

从而

u′
x =

γ(u)γ(v)

γ(u′)
(ux − v)

u′
y =

γ(u)

γ(u′)
uy

u′
z =

γ(u)

γ(u′)
uz (13.37)

对于动量有

p′x = γ(u)γ(v)m(ux − v)

= γ(v)(px − γ(u)mv)

p′y = py

p′z = pz (13.38)

S'系中动量守恒，即

P⃗ ′i = P⃗ ′f ⇒
∑
j

p⃗′i(j) =
∑
j

p⃗′f (j) (13.39)
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代入动量的变换关系，在x方向有∑
j

γ(v)(pix(j)− γ(ui(j))m(j)v) =
∑
j

γ(v)(pfx(j)− γ(uf (j))m(j)v) (13.40)

而S系中动量守恒，即

P⃗ i = P⃗ f ⇒
∑
j

p⃗i(j) =
∑
j

p⃗f (j) (13.41)

从而
∑

j γ(u(j))m(j)必须是守恒量。定义能量为

E = γmc2 (13.42)

假设II的洛伦兹协变性要求如此定义的能量守恒。

在相对论中能量守恒，但质量不守恒。即使粒子不运动，也有能量mc2，称
为静止能量。动能定义为K = γmc2 −mc2。在v ≪ c时，K ∼ mv2/2。当物
体的静止能量发生变化时，质量也会变化。例如，将一物体内能增加∆E，
则质量也会增加∆E/c2。在相对论中不再区分能量的各种形式。例如，非弹
性碰撞，动能损失了，并转化为内能，但总能量守恒。两粒子对撞并发生完
全非弹性碰撞，动能完全转化为静止能量，碰撞后粒子的质量要大于碰撞前
两粒子质量之和。能量总是在静止能量和动能间转化，但总能量守恒。只有
静止能量与质量成正比。实际上质量不是量度物质的量的物理量，而是量度
惯性的量，因此没有理由守恒。惯性，即质量，是粒子对外界的响应，这种
响应很自然地应该依赖于系统内部的状态（由静止能量描述）。

下面我们将通过实验找到一个普适的速度作为传递相互作用的速度上限。我
们还将讨论相对论的一系列预言及其实验验证。这些预言表明相对论是一个
很好的理论框架，但这并不意味着没有其他的可能。
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14 相互作用传播速度的上限

现代物理学认为基本的相互作用都是通过交换相应的粒子实现的。例如，光
子传递电磁作用、中间玻色子传递弱相互作用、胶子传递强相互作用。存在
粒子运动速度的上限也就意味着存在作用传播速度的上限。实验中没有发现
运动速度超过光速的粒子。例如，实验中可以将电子加速到很高的能量，例
如20 GeV。这个能量在牛顿力学中意味着大约1011 m/s的速度。但实验中测
到电子的速度仍然比光速低大约0.07 m/s。又例如，宇宙射线中的质子其能
量可达5 J，对应牛顿力学中的速度大约是2.4 × 1014 m/s。但是实验测到的
质子速度要低于光速。1987年天文学家观测到大麦哲伦星云中的超新星爆
发，距离地球1.6× 1021 m。爆发产生的光传播到地球的时间大约是5.4× 1012

s。在这个时间之前的大约104 s，地球上还观测到了中微子的束流。这个时
间与理论预言的超新星爆发过程中中微子先于光子产生的时间相符。这个观
察结果表明，中微子在10−8不确定度下与光子有相同速度。

所有的实验都表明相互作用传播的速度存在上限。而实验又发现这个速度的
上限就是真空中的光速。这意味着光在真空中以恒定的速度传播。其实验验
证大致可分为三类：光速各向同性实验、光速与光源运动无关实验、光速与
频率无关实验。

14.1 光速各向同性实验

这类实验基本上都是基于干涉仪。Timmer等人用类似图14.1所示的原理测
量光速的各向异性（W. S. N. Trimmer, R. F. Baierlein, J. E. Faller, and H. A.
Hill, Phys. Rev. D 8, 3321 (1973)）。v是实验室参考系的速度。

图 14.1: 三角形干涉仪

光速的各向异性表示为
c0
c(θ)

= 1 + b1P1(cos θ) + b3P3(cos θ) (14.1)

其中Pl是Legendre多项式：P1(x) = x，P3(x) = 1
2
(5x3 − 3x)。Timmer等人

的实验表明b1 = (0.1± 8.4)× 10−11、b3 = (2.3± 1.5)× 10−11。实验仪器中插
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入一块电介质的原因是使得顺时针和逆时针运动的光有所不同。目前的测量
已经将光速各向同性的上限降低到10−17的水平。

14.2 光速与光源运动无关实验

典型的实验包括天体光源实验、运动的反射镜实验、运动介质实验和γ射线
源实验等。Alvager等人（T. Alvager et al., Phys. Lett. 12 260 (1964)）在
CERN测量了高速运动的π0介子衰变产生的光子的速度，如图14.2所示。

图 14.2: π0介子的衰变

被加速的质子束团打到Be靶上会产生各种二次粒子，其中包括中性的π0介
子。其他的带电粒子在磁场作用下会偏转，而π0介子则会沿切向以接近光
速运动。π0介子的寿命极短，只有0.83 × 10−16 s。一个π0介子在产生后的很
短距离内就衰变为一对γ光子。γ光子的脉冲由相距31.45米远的两个探测
器D1和D2进行测量，由此可以计算光子的速度。实验表明以近乎光速运动
的π0介子其衰变产生的光子的速度为(2.9977 ± 0.0004) × 108 m/s，在实验精
度范围内没有发现与源的速度有关的证据。

14.3 光速与频率无关实验

光速与频率无关意味着光在真空中无色散。光在真空中相对一切惯性系的
速度恒定，因此不存在光子静止的参考系，等价于光子的质量为零。实验通
过多种手段测量光子的质量。相关结果的综述见A. S. Goldhaber and M. M.
Nieto, Rev. Mod. Phys. 82, 939 (2010)。

Proca将Maxwell方程组推广到光子有质量的情形。Proca方程表明电磁波的
群速度为c

√
1− µ2c2/ω2。µ是光子的质量。ω是频率。不同频率的电磁波传

播速度不同。在ω → ∞的极限情况下，群速度趋于常量c，可以当作相互作
用传播速度的上限。µc是电磁波的下截止频率，只有ω > µc时电磁波才能无
衰减地传播出去。实验测到的电磁波的最低频率可达8 Hz左右（Kroll, N. M.,
Phys. Rev. Lett. 27, 340 (1971)）。这给出了光子质量的上限为4 × 10−49

kg。
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Proca方程给出的静电场的形式为

V (r) =
Q

4πϵ0r
exp(−µr) (14.2)

光子质量为零时得到库伦定律。迄今对库伦定律最精确的检验由Williams等
人完成（E. R. Williams, J. E. Faller, and H. A. Hill, Phys. Rev. Lett. 26, 721
(1971).）。基本的实验原理是使用相互连接的内外两个金属球壳，在给外
球壳充电后断开连接，测量内球壳上的带电。严格的库伦定律要求内球壳上
的电荷为零。实验给出的光子质量的上限为2× 10−50 kg。
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15 长度收缩与时间膨胀

一静止时长度为l0的物体，在S系中以速度v运动，我们需要测量该物体的长
度l。测量长度意味着需要同时记录下物体两端点的坐标x1和x2，l = x2 −
x1。由洛伦兹变换，

x′
1 = γ(x1 − vt) (15.1)

x′
2 = γ(x2 − vt) (15.2)

而物体静止在S'中，所以l0 = x′
2 − x′

1。于是，l = l0/γ，长度收缩。

两个静止时一样长的物体A和B，以相对速度v运动。在A的静止系中看，B的
长度小于A。但这并不意味着在B的静止系中会认为A长于B，事实上在B的静
止系中看，A会短于B。B<A并不意味着A>B，原因是B<A是A的观点，只对A
成立，对B不成立，即在B看来，不能从A中的B<A得到B中的A>B。

在S'中同一点x′先后发生的两个事件，时间分别为t′1和t′2，τ = t′2 − t′1，称为
原时。在S系，两个事件发生的时间分别为

t1 = γ(t′1 + βx′/c) (15.3)
t2 = γ(t′2 + βx′/c) (15.4)

于是∆t = t2 − t1 = γτ，时间膨胀。在这个效应中我们比较的是单一时钟和
两个不同时钟的读数。

对于任何两个事件，时间和空间间隔分别为∆t和∆x，可以定义

(cτ)2 = (c∆t)2 − (∆x)2 (15.5)

cτ称为时空间隔。有意思的是cτ在洛伦兹变换下不变。

如果(cτ)2 > 0，则称两事件的间隔为类时的，这时总可以找到一个参考系使
得这两个事件发生在同一地点，而先后时间不同，这时∆x = 0，∆t = τ。如
果两个事件发生在同一个物体上，则这两个事件一定时类时的，因为物体的
速度不能超过c。

如果(cτ)2 < 0，则称两事件的间隔为类空的，这时总可以找到一个参考系使
得这两个事件发生在同一时间，而地点不同。

事件间隔的类时和类空的划分是绝对的，因为时空间隔cτ不依赖于参考系。
考虑一个发生在一个参考系的时间和空间原点的事件O，如图15.1。图中的
虚线为另一个参考系的坐标轴。这个时空图上的每一点称为那个事件的世界
点。一个事件的演化在时空图上表现为世界点的一个轨迹，称为世界线。图
15.1中两条斜的世界线表示在t = 0时刻位于x = 0的匀速运动的粒子，速度
分别为+v和−v。这两条世界线的斜率的绝对值一定不小于1，因为v ≤ c。
现取v = c，时空图被两条世界线划分为四个区域。在I区，相对于事件O，
每个点代表的事件都是类时的，并且无论在哪个参考系每个点的事件发生的
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图 15.1: 类时与类空事件

时间都晚于O。因此称I区为“未来”。类似地，称III区为“过去”。在II和
IV两个区，每个事件都是类空的。对每个事件都存在参考系使其早于、晚于
O，或与O同时。这两个区称为“别处”。这两个区中的事件与O都不能有因
果关系，否则因果关系就失去了意义。

有关时间膨胀和长度收缩的预言都可以在加速器实验上得到验证。如图
15.2是CERN的实验装置的示意图。

图 15.2: 加速器实验示意图

每个质子的束团包含108个质子。速度为v = 0.999999991c。一个束团的长度
为3到5厘米，横向尺寸为16微米。相邻两个束团的平均距离是90米。质子
打到靶上后会产生多种二次粒子的束团。不同的粒子可以用磁场分开。考虑
带正电的π介子。在静止参考系中，π介子的寿命τ = 2.56 × 10−8 s。在t′时
刻，粒子的数目为

N(t′) = N(0) exp(−t′/τ) (15.6)

于是可以求出在静止参考系中，当粒子数目由N(0)衰减为N(t′)是，经历的
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时间是

t′ = τ
N(0)

N(t′)
(15.7)

在实验中，π介子的速度非常接近光速，γ = 857。在实验室参考系中，飞行
长度为L = 100m，飞行时间为t = L/c = 3.33×10−7 s。在transport channel
的起点实验测得N(0) = 1.5× 107。π介子衰变为µ子和中微子。通过测量µ子
的数量Nµ就可以得到在终点位置的π介子数。实验测得Nµ = 2.27 × 105，于
是N(t′) = N(0) − Nµ = 1.477 × 107。这样可以得到t′ = 3.90 × 10−10 s。这
样t/t′ = 854，与理论预言的γ = 857的误差是0.35%。

多普勒效应也可以给出时间膨胀效应的实验验证。光源相对观测者以速
度v⃗运动，如图15.3所示。

图 15.3: 多普勒效应

相对论给出

ν = ν0

√
1− v2/c2

1− v
c
cos θ

(15.8)

其中ν0和ν分别是光源静止和运动的参考系中测到的电磁波的频率。相对论
效应仅存在于分子上，来源于时间膨胀，是v/c的二阶效应。

在验证相对论多普勒效应的一个实验中，电离的氢分子离子被加速到大约106

m/s的速度，然后与静止的氢分子碰撞产生处于激发态的快速运动氢原子。
运动氢原子的光谱线由于多普勒效应而发生蓝移或红移。实验采用图15.4的
构型。 直接进入光谱仪的光线发生蓝移，波长为

λB ≈ λ0(1− β cos θ + β2/2) (15.9)

经过反射镜进入光谱仪的光线发生红移，波长为

λB ≈ λ0(1 + β cos θ + β2/2) (15.10)

实验中使用的是氢原子的Hα线，波长λ0 = 6562.793 Å。二阶效应出现在λ0β
2/2这

样一项中。实验观测结果是(0.498 ± 0.025)λ0β
2，见H. I. Mandelberg and L.

Witten, J. Opt. Soc. Am. 52, 529 (1962)。
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图 15.4: 多普勒效应实验示意图



16 相对论力学

为简单起见，只考虑二维运动。在S系中，

E = γ(u)mc2 (16.1)
px = γ(u)mux (16.2)
py = γ(u)muy (16.3)

S'系中，

E ′ = γ(u′)mc2 (16.4)
p′x = γ(u′)mu′

x (16.5)
p′y = γ(u′)mu′

y (16.6)

其中

u′
x =

ux − v

1− vux/c2
(16.7)

u′
y =

uy

γ(v)(1− vux/c2)
(16.8)

由γ(u)、γ(u′)和γ(v)三个量之间的关系

γ(u′) = γ(v)γ(u)(1− vux/c
2) (16.9)

有

E ′ = γ(v)(γ(u)mc2 − vγ(u)mux) (16.10)
= γ(v)(E − vpx) (16.11)

类似地，

p′x = γ(v)(px − vE/c2) (16.12)
p′y = py (16.13)

有趣的是(E, p)与(t, x)有完全相同的变换关系。另外，能量和动量间满足

E2 − c2p2 = (mc2)2 (16.14)

因此E2 − c2p2是相对论不变量。这类似于(c∆t)2 − (∆x)2。

光子的质量为零，因而E = pc。能量与频率的关系是E = hν = ℏω，其
中h是普朗克常数，ℏ = h/2π。而动量p⃗ = ℏk⃗，其中k = 2πν/c = 2π/λ，λ是
波长。

在牛顿力学中，为了描述相互作用引入了力。相对论中不再有超距作用。这
时需要用场来描述相互作用。我们也可以引入力的概念，但这时力仅仅是将
运动方程的右边耦合常数与场的乘积换一种写法。
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四种相互作用的都需要用场来描述。描述引力需要广义相对论，强和弱相互
作用也超出本课程范围。所以我们只研究一下电磁相互作用。实验发现，电
磁现象由电场E⃗和磁场B⃗描述，场满足协变的麦克斯韦方程组，运动方程由
下式给出

dp⃗
dt

= q(E⃗ + v⃗ × B⃗) (16.15)

在不同参考系，p⃗不同，E⃗和B⃗也不同，但会保证运动方程的协变性。

可以用以下方式定义力
F⃗ =

dp⃗
dt

(16.16)

“作用力等于反作用力”在相对论中没有地位。作用力和反作用力需要同时
作用在两个位于空间不同位置的粒子，但同时性在相对论中不再有绝对意
义。两个粒子之间有相互作用，但我们只能一个一个地描述作用在某个粒子
上的力。一般地，作用力和反作用力不再大小相等方向相反。粒子的动量必
须加上场的动量才守恒。

相对论的质能关系是普适的。让我们考虑光子与原子的相互作用。一个处
于基态的原子，其质量为m。当原子处于激发态时，它的质量会有所增加。
记ℏω0为原子中电子处于激发态与基态之间的能量差。激发态原子的质量
为m+ℏω0/c

2。初态时原子的速度为v⃗i，动量p⃗i = mv⃗i。光子的初始动量和能
量是ℏk⃗和ℏω。对于光的吸收过程，动量守恒给出

p⃗i + ℏk⃗ = p⃗f (16.17)

能量守恒要求 √
p2i c

2 +m2c4 + ℏω =
√
p2fc

2 + (mc2 + ℏω0)2 (16.18)

将上式两边平方得到

ℏω
√

p2i c
2 +m2c4 = mc2ℏω0 + ℏc2p⃗i · k⃗ +

1

2
ℏ2ω2

0 (16.19)

于是

ω =

(
mc2ω0 + c2p⃗i · k⃗ +

1

2
ℏω2

0

)
1√

p2i c
2 +m2c4

(16.20)

对于vi ≪ c的情形

1√
p2i c

2 +m2c4
≈ 1

mc2

(
1− v2i

2c2

)
(16.21)

得到

ω =

(
ω0 + v⃗i · k⃗ +

ℏω2
0

2mc2

)(
1− v2i

2c2

)
= ω0 + v⃗i · k⃗ − ω0v

2
i

2c2
+

ℏω2
0

2mc2
+ ... (16.22)
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最后一步略去了更高阶的项，其中用到了k = ω/c。

上式的第二项和第三项都来源于原子运动所引起的多普勒效应。最后一项表
示动量守恒导致的原子反冲，是相对论效应。利用反冲可以实现原子冷却。

反冲效应可以利用精密光谱手段进行测量。实验中测量的是反冲引起的光子
吸收与发射之间的频率差，大小为

∆ν

ν
=

ℏω0

mc2
(16.23)

例如，对于40Ca原子，m = 39.96u，1u = 1.66× 10−27 kg。1S0 →3 P1跃迁谱
线的波长是657 nm。计算得到∆ν = 23.1 kHz。实验结果见图16.1。

图 16.1: 40Ca原子高分辨光谱
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17 四矢量和相对论协变性

牛顿力学中的时间和空间相互独立，动量与能量代表的是不同的属性。但相
对论有着不同的观点。为此我们需要一个新的数学结构。在此我们将用更一
般的代数语言来叙述狭义相对论。数学给出普遍的结构，物理是一种实现。
我们关心的第一件事是时空结构。时空构成了一个线性空间。线性空间是一
个集合（与坐标架无关）。线性空间中需要定义加法和与纯数的乘法。线性
空间这个集合中的每一个元素称为矢量。一个方便的研究线性空间的办法是
找出一组元素（矢量）组成基。基也是该空间中的矢量。这样任一矢量可对
这组基展开，系数称为坐标。

引入一组基(η1, ..., ηn)和另一组基(ξ1, ..., ξn)。两组基间的关系是(ξ1, ..., ξn)L =
(η1, ..., ηn)。L称为过渡矩阵。在两组基下一矢量的坐标分别为(x1, ..., xn)

T和(x′
1, ..., x

′
n)

T，
二者间的关系是 

x′
1

x′
2

...
x′
n

 = L


x1

x2

...
xn

 (17.1)

简记为x′ = Lx。于是引入基就可以用矩阵来表示线性空间。

内积为线性空间引入更多的结构，用集合中两元素的双线性函数⟨x, y⟩给出，
具有以下性质：

1. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩

2. ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩

3. ⟨cx, y⟩ = c⟨x, y⟩， c ∈ R

4. ⟨x, x⟩ ≥ 0，当且仅当x = 0取等号

定义了内积的有限维实线性空间称为欧几里德空间。

引入基(η1, ..., ηn)后，内积可表示为

⟨x, y⟩ =
(
x1 x2 ... xn

)
g11 g12 ... g1n
g21 g22 ... g2n
... ... ... ...
gn1 gn2 ... gnn



y1
y2
...
yn

 (17.2)

简记为⟨x, y⟩ = xTGy。G为实对称正定矩阵，称为度规。

G =


⟨η1, η1⟩ ⟨η1, η2⟩ ... ⟨η1, ηn⟩
⟨η2, η1⟩ ⟨η2, η2⟩ ... ⟨η2, ηn⟩

... ... ... ...
⟨ηn, η1⟩ ⟨ηn, η2⟩ ... ⟨ηn, ηn⟩

 (17.3)
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度规矩阵在两组基下的关系是G′ = LTGL。内积不依赖于基，但度规矩阵依
赖于基。

一个参考系相当于取了一组基。参考系间的变换不是线性空间中的线性变
换，而是一个过渡矩阵。不同参考系在物理上是等价的。等价性即规律形式
上的不变。因此不同参考系下度规矩阵应相同。

我们前面曾经发现在洛伦兹变换下(c∆t)2 − (∆x)2 − (∆y)2 − (∆z)2不变。这
预示着我们可以对时空(ct, x, y, z)引入以下度规

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (17.4)

但是这种度规虽然满足度规的前三个要求，但不是正定的。这样定义的内积
称为赝内积，定义了这种赝内积的空间称为闵可夫斯基空间。

在S系中取坐标为η1 = (1, 0, 0, 0)T，η2 = (0, 1, 0, 0)T，η3 = (0, 0, 1, 0)T，η4 =
(0, 0, 0, 1)T的四个事件为基。 四维时空是事件作为元素组成的线性空间。
取S'系的基为该参考系中坐标为ξ1 = (1, 0, 0, 0)T，ξ2 = (0, 1, 0, 0)T，ξ3 =
(0, 0, 1, 0)T，ξ4 = (0, 0, 0, 1)T的四个事件。根据洛伦兹变换，η1事件在S'中的
坐标为(γ,−γβ, 0, 0)，η2的坐标为(−γβ, γ, 0, 0)，η3的坐标为(0, 0, 1, 0)，η4的
坐标为(0, 0, 0, 1)。于是

(
ξ1 ξ2 ξ3 ξ4

)
=


γ −γβ 0 0

−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

(η1 η2 η3 η4
)

(17.5)

令

L =


γ −γβ 0 0

−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (17.6)

两参考系中同一事件的坐标间满足x′ = Lx。

过渡矩阵L满足G = LTGL，物理规律在洛伦兹变换下形式不变，称为相对
论协变性。

我们还曾发现，在洛伦兹变换下E2 − c2p2不变，(E, cp⃗)有相同的变换关系，
也构成了一个四矢量。我们还可以定义标量，即洛伦兹变换下不变的量，如
质量。


