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1 经典物理的框架

有相当一部分人只有获得了本质的理解才能解除焦虑。因此我们有必要在此
暂时脱离具体的知识而搞清楚为什么物理学是现在这个样子。人类用其能够
把握和理解的方式观测这个世界。物理学讨论的是这个观测的结果，即世界
投射到人类大脑中形成的印象。需要注意的是，这个印象并非世界本身。物
理学是人类大脑运用想象力为这个观测结果建立的一个定量的模型，从而
达到描述（非解释）这个世界的目的。这个说法容易引起困惑是因为我们经
常不自觉地默认了所谓“客观实在性”。而事实上物理学家所讨论的“客观
实在”仅在于“可重复性”，即同样的实验会得到同样的结果。“客观实在
性”的其他含义不属于物理学的范围。物理学关注的不直接是外部世界而是
观测工具观测到的结果及人类大脑为观测结果构建的模型。外部世界与模型
之间的映射关系没有理由是唯一的。

定量模型意味着需要使用测量工具对观测进行量化，同时使用数学语言搭
建模型。此二者是近代科学的标志性特征。就模型、世界和人这三个方面而
言，这个模型需要其自身在逻辑上自洽，普遍地与观测结果高度符合（普适
性和精确性），并且足够地简单（大脑喜欢简单的事物）和自然（物理学家
的感受）。

经典物理学将世界抽象为由运动着的粒子构成，而粒子间存在符合因果关系
的关联（也称相互作用）。至少在不是很微观的场景下，粒子可以被直觉把
握。但是粒子间的关联并非为人眼直接所见，只能通过粒子的运动来猜测，
因此为模型的构建留下了很大的想象空间。人的日常体验倾向于一种接触式
的作用，称为力。因此力的概念也被借用到了模型中来描述相互作用。另两
个基本的概念是时间和空间。粒子的运动由粒子的位置随时间的变化来描
述。至此为止，时间、空间、力都仅是头脑中的概念，还没有被定义，不能
称为可观测的物理量。物理学中的可观测量都是需要利用指定的观测仪器和
方法来定义，称为可操作性定义，而不是一个空虚的概念。测量仪器建立了
外部世界与模型的对应关系。没有与外部世界的对应，模型就只是一些变量
之间的数学关系。为了测量一个量，物理学采用了一种方便的做法：定义单
位。例如，历史上长度的单位米曾经定义为“由铂铱合金（90%的铂和10%
的铱）制造了的国际米原器在冰的熔点温度时两道刻度之间的距离”。于是
空间的量化就变为了计数。没有米原器这样的设定就无从谈起使空间这个概
念成为一个可观测量。需要注意的是定义单位不是唯一的方法使得一个概念
量化，这只是一个使人觉得很自然的方法（人类有计数的天赋）。使用单位
进行计量的基本要素有两点：计数和比较。我们倾向于定义一个基本单位，
然后将这个单位进行简单的复制、累加，构成一个有刻度的“尺子”，最后
再将刻度与被测体系进行比较得到测量结果。事实上，不存在一个先验的、
来源于外部世界的理由使得采用单位和计数的方法进行计量变得必然。一个
概念的量化可有很大的任意性，完全可以摆脱基于单位的方法。是人创造了
单位这种让人自己觉得很自然的方法，而这个世界其实并不关心你如何去度
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4 1. 经典物理的框架

量它。即使是采用单位这种方法，不同的单位定义一般会赋予同一个量不同
的值，而基于不同单位定义的测量结果之间不必然存在简单的函数关系。总
之，是测量方法定义了一个可观测的物理量，没有一个可以脱离具体测量方
法的可观测量。一个值得注意的事实是测量仪器也是这个世界的一部分。因
此，我们为世界构建的模型理所当然地也要能够描述测量仪器的行为。更直
接地讲，哪些量可以测量、怎么测量需要与模型保持一致。

以一个假想的一维世界为例。粒子在半一维直线（x > 0）上向x的正方向
运动，且之间没有相互作用。在为这个假想世界构造的模型中，位置x用米
原器测量，但我们还缺少时间的定义。没有一个先验的方法可以告诉我们
怎么定义时间。我们需要确定一个测量时间的时钟，从而来定义时间。一
个简单的时钟定义为：选取某一个粒子，令时间t = x，和位置具有同样
的量纲。在这个时钟的定义下，选作时钟的粒子做匀速运动。有了时间和
位置的定义，就可以进行实验测量并进而为这个一维世界建立模型。研究
表明，每个粒子的运动都可以用x = vt + x0这样一个定量的模型很好地描
述。每个粒子有自己的常数v和x0。那个被选作时钟的粒子满足这个方程，
并且v = 1、x0 = 0。而其他所有粒子也同样做匀速运动。然而，上述时钟的
定义方法不是唯一的。我们也可以将时间定义为：t =

√
x。再用这个时钟进

行实验测量就会发现如下的模型更为合适：x = at2 + x0，每个粒子有自己的
常数a和x0。对于作为时钟的那个粒子，a = 1、x0 = 0。我们看到，可测量
量的定义不是唯一的，采用不同的定义可能会导致不同的模型形式。但是模
型一定要和可测量量的定义保持一致。尽管我们有选择的自由，但这个选择
需要取得所有观测者的共识，并且我们总是希望这个选择所导致的模型是一
个对世界足够简洁的描述。

以上讨论的是物理学与外部世界的关系。下面讨论作为一个知识体系物理学
呈现出的层级结构。世界在不同的尺度上会出现独特的现象（其中某些称为
演生现象，将在热力学中讨论）。与此相关的物理学描述的是这个尺度上的
观测结果，而不同尺度的物理学构成了相互关联的层级结构。处于最基础地
位的是量子理论，我们称其具有最大的普适性。在某些情况下（如很多宏观
体系），量子理论约化为经典理论。低速条件下，相对论性的经典理论又可
约化为牛顿力学。更普适、处于更底层的模型总是可以把之上层级的模型看
作它的一部分。例如，牛顿力学可以看作经典理论的低速极限而成为经典理
论的一部分。这种层级结构有三点需要说明。第一，牛顿力学的某些概念、
测量方法等在更普适的经典理论中仍适用，如惯性系，而另一些概念则在
极限下消失；又如量子模型中用的测量工具都是经典的仪器。第二，更普适
的经典理论在极限下约化为牛顿力学的过程称为解释。通常我们说物理学
（乃至科学）具有解释的功能。但所谓的解释并不是解释这个外部世界。物
理学的功能是描述。而解释则发生在模型的不同层级之间，而不是针对外部
世界。第三，尽管更底层的模型可以解释上一层次的模型，但每一个层级的
模型都应该可以实现自我封闭，即不需要借助更底层的模型中的概念和测
量方法。例如，为了牛顿力学的封闭性，时间的测量不能用铯原子钟（来源
于量子力学），空间的测量不能用到光速（来源于相对论）。又例如，在量
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子力学层次上成立的动量守恒，在经典力学中仍然要独立给出。这有些类似
软件，每个版本自成体系，而高版本向下兼容。这种封闭性并非必须，然而
我们采用这种方案是因为这样的知识体系更接近历史（更底层的发展得更
晚）、更能清晰地体现人类智力演化的进程、更适合教学。

1.1 牛顿力学

我们再从头建立一遍牛顿力学。世界由运动着的粒子构成，粒子间有相互作
用。我们假定这种相互作用随着距离的增加而趋近于消失。

定义 不受到其他粒子相互作用的粒子称为自由粒子。

定义 牛顿力学中的空间用米原器定义。

我们作为观测者需要一个参考系来放置实验室，开展实验测量。有了一个参
考系作为基准，我们可以通过测量长度和角度来建立一个坐标系，写下空间
每一点的坐标，进行空间位置的测量。坐标系可以是任意的，可以是直角坐
标也可以是球坐标，甚至是不固定在参考系上，如处理刚体问题时可以选择
与刚体一同运动的坐标架。只要能够将空间参量化，如何选择坐标系往往是
为了方便。在牛顿力学中，我们选择了一类称为惯性系的特殊参考系作为测
量的基准。没有任何先验的理由要求我们必须选择惯性系。最理想的情况
下，我们希望所有的参考系都互相等价。但在牛顿力学中我们还无法做到这
一点，而是选出了一类特殊的参考系，即惯性系，来作为模型成立的前提。

定义 一个参考系中，如果自由粒子均作直线运动，并且若将一个自由粒子的
运动规定为匀速则任何其他自由粒子也做匀速运动，那么这个参考系为惯性
系。

由于还没有定义时钟，所以并不能根据测量得知一个粒子的运动是否匀速。
但当我们选了一个粒子并将其运动规定为匀速，我们也就有了时钟。

定义 时间由一个自由粒子度量，其数值正比于位移。

假设I 存在惯性参考系。任何一个与惯性系相对静止或作匀速直线运动的参
考系也是惯性系。

牛顿力学首先假设了惯性系的存在性。在真实的世界中，我们往往会选择一
个近似自由的物体作为惯性系，例如一个恒星或一些恒星的集合。该假设还
表明惯性参考系有无穷多个。在每个参考系上建一个全同的实验室，就可以
方便的比较两个惯性系之间的关系。两个实验室间可以有相对的位移，并且
位移随时间呈线性关系，可以有不随时间变化的转动。我们没有理由要求在
每个实验室里的观测者看来物理定律都有相同的形式。一般地，每个参考系
中的观测者都可以有自己参考系中的物理定律。不同参考系中的定律在形式
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上可以不一样。这种情形并不意味着不存在物理学了。我们总可以指定某一
个参考系及其观测者作为标准，给出物理定律的一个标准形式。其他观测者
给出的定律可以通过变换而得到。我们不能期望所有的观测者都能看到相同
的物理定律。但是很幸运，经验表明，我们不是只能选择一个参考系及其观
测者作为标准，我们可以有一类（无穷多个）叫惯性系的参考系对于物理定
律等价。尽管不是全部的参考系，但有一类无穷多个等价的参考系也已经很
好了。这就是所谓的物理定律的协变性。协变性即是有相同的形式。观测者
没有办法通过物理定律的形式来区别两个惯性系。这是一个折中的方案，它
选取了惯性系这一类参考系，其中的观测者能看到同样的物理定律形式。协
变性意味着参考系的等价性，没有哪一个参考系更优越。这是人们对世界的
一个很自然的想象。

假设II 物理定律在惯性系间满足协变性。

协变性对物理定律的数学形式提出了严格的限制。为了测量时间和空间以及
方便进行比较，人们需要在每个实验室里以相同的方式布置时钟和固定坐标
架。为了体现协变性，需要给出参考系间可测量量之间的变换关系。惯性系
之间的变换可以分解为两部分的组合：转动和平动。现在先只考虑转动。一
个物理定律可以由若干方程组成，每个方程又包含若干项。一种简单的做法
是按照一个量在转动变换下的行为进行分类，而分类的标准是位置的坐标。
为方便，将坐标架取为直角坐标系。如果一个量在转动下保持不变，我们称
之为标量，如两点间的距离。如果有三个量在转动下的变换关系与x、y、
z三个坐标相同，如速度，则把这三个量的组合称为三维空间的矢量。一般
地，还可以定义张量。标量为0阶张量，矢量为1阶张量。如果一个方程中的
每项都是同阶张量，那么就可以使得在进行参考系变换时方程的形式自动保
持不变。由已知的标量和矢量还可以构造出更多的标量和矢量。例如，两个
矢量的内积为标量，两个矢量的矢量积为一个新的矢量。在写下物理定律的
数学形式时我们通常要求将一个方程的每一项都表达成为同阶的张量，以自
动保证转动下的协变性。

现在再考虑平动。我们首先需要得到两个相对做匀速直线运动的惯性系
间坐标的变换关系。这个变换不能采用如图1.1所示的方法来得到，是因
为r⃗′和r⃗不在同一个参考系，它们的坐标由各自参考系中的测量仪器决定，没
有理由保证由(x, y, z)表示的矢量和由(x′, y′, z′)表示的矢量可以简单地按照数
学的方式相加。矢量相加的法则只适用于同一个参考系中。

我们需要一个新的假设来得到这个变换关系。

假设III 两个事件对一个惯性系的同时性也意味着在一切惯性系中的同时性。

这个有关同时性的陈述意味着在牛顿力学中时间是绝对的。取直角坐标
系，A与A′的坐标轴平行。在t = t′ = 0时，两坐标系原点重合。A′相对A的
速度沿x轴方向，大小为v。这时我们只需考虑x和t两个坐标的变换关系，
而y = y′，z = z′。在此我们不准备根据空间的均匀性、各相同性等给出更严
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图 1.1: 不可靠的伽利略变换推导

格的推导，而是不加证明地引入一些结论。我们首先认为有如下的线性关系(
x′

t′

)
=

(
λ11(v) λ14(v)
λ41(v) λ44(v)

)(
x
t

)
(1.1)

由此可以解出A′到A的变换(
x

t

)
=

(
λ44(v)

λ11(v)λ44(v)−λ14(v)λ41(v)
−λ14(v)

λ11(v)λ44(v)−λ14(v)λ41(v)
−λ41(v)

λ11(v)λ44(v)−λ14(v)λ41(v)
λ11(v)

λ11(v)λ44(v)−λ14(v)λ41(v)

)(
x′

t′

)
(1.2)

还有另一种方法得到A′到A的变换。在A′看来，A以−v的速度运动。因此从
A′到A的变换可以写为(

x
t

)
=

(
λ11(−v) λ14(−v)
λ41(−v) λ44(−v)

)(
x′

t′

)
(1.3)

为了求出λ(−v)，我们将v反向。这时变换的形式仍不变，但v、x和x′都反
号，即 (

−x′
t′

)
=

(
λ11(−v) λ14(−v)
λ41(−v) λ44(−v)

)(
−x
t

)
(1.4)

与1.1式比较，得到

λ11(−v) = λ11(v), λ14(−v) = −λ14(v), λ41(−v) = −λ41(v), λ44(−v) = λ44(v)
(1.5)

带入到1.3就有了 (
x
t

)
=

(
λ11(v) −λ14(v)
−λ41(v) λ44(v)

)(
x′

t′

)
(1.6)

将之与1.2比较，得到

λ11 =
λ44

λ11λ44 − λ14λ41
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λ14 =
λ14

λ11λ44 − λ14λ41

λ41 =
λ41

λ11λ44 − λ14λ41

λ44 =
λ11

λ11λ44 − λ14λ41
(1.7)

化简后有

λ11 = λ44 (1.8)
λ11λ44 − λ14λ41 = 1 (1.9)

这时四个待定系数减少为两个。进一步，A′的原点相对A沿x方向以速度v运
动，即当x = vt时x′ = 0。所以有

λ11v + λ14 = 0 (1.10)

以上三式将待定系数减少为了一个，这使得1.1式成为了(
x′

t′

)
=

(
λ11 −vλ11
1−λ2

11

vλ11
λ11

)(
x
t

)
(1.11)

下面定出最后一个待定系数λ11。同时性的绝对性要求t = t′，于是λ11 = 1。
这样我们就得到了所谓伽利略变换：

x′ = x− vt (1.12)
y′ = y (1.13)
z′ = z (1.14)
t′ = t (1.15)

一般地，

r⃗′ = r⃗ − v⃗t (1.16)
t′ = t (1.17)

由此还可以得到速度变换关系u⃗′ = u⃗− v⃗。

前三个假设讨论的是参考系。我们现在需要惯性系中粒子的运动方程。于是
有了第四个假设。

假设IV 在惯性系中观测一个相互作用粒子组成的孤立（无外力）体系，总可
以将每一个粒子赋予一个与参考系和相互作用无关的正的常数µ(i)，并有如
下性质：

∑
i µ(i)v⃗(i)，v⃗(i)是速度，对于这个相互作用的粒子系统在任何时

刻都有相同的值，而无论粒子间相互作用是什么。
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值得注意的是
∑

i µ(i)v⃗(i)这个性质满足协变性。我们可以按如下方式定义惯
性质量，

定义不失一般性，给定两个粒子0和i，在相互作用前后，µ(i)∆v⃗(i) = −µ(0)∆v⃗(0)。
令粒子0的惯性质量为由铂铱合金制成的千克原器的惯性质量1 kg。于是粒
子i的惯性质量大小定义为m(i) = µ(i)

µ(0)
。

惯性质量是一个粒子的內禀参量，不依赖于参考系、运动状态和所受到的相
互作用。有了惯性质量之后可以定义动量：p⃗ = mv⃗，p⃗是矢量，并有所谓动
量守恒定律：孤立系统动量守恒。

如果粒子间没有相互作用，则每个粒子都会做匀速直线运动。如果存在相互
作用，一般地，粒子的速度会随时间改变。为了描述相互作用，我们引入力
的概念。

定义 力定义为F⃗ = dp⃗/dt = ma⃗，称为牛顿运动方程。

力的单位是牛顿（N），1 N = 1kg ·m/s2。

惯性质量用于刻画粒子对于外界相互作用产生的响应。牛顿运动方程中一
个粒子对于一个力所产生的响应，即加速度，反比于惯性质量。惯性质量越
大，响应越弱。事实上力的定义具有相当的任意性。原则上力可以是p⃗和t的
任意函数：F⃗ = F⃗ (p⃗, t)，只是这时运动方程和力的表达式通常不再具有简单
的形式。有了力的定义后就需要对每一种相互作用通过尝试来写下它的表达
形式，以使得运动方程能够足够好地描述粒子的轨迹。没有办法能够依靠逻
辑先验地给出力的表达式，只能依据观测来尝试可能的形式。例如，牛顿猜
测引力是平方反比力，带入牛顿运动方程后给出了开普勒通过实验观测得到
的三定律。

以下假设讨论的是自然界中四种相互作用之一的引力。

假设V 两个粒子间存在吸引力，称为引力。可以为每个粒子赋予一个描述相
互作用强度的参量，称为引力质量。两个粒子间引力作用的大小正比于每个
粒子的引力质量，反比于二者之间的距离。力的方向沿两粒子的连线。

引力作用随距离衰减，这为甄别自由粒子创造了条件。引力质量表示的是相
互作用的强度，不同于作为粒子内禀参量的惯性质量。内禀特性需要与参考
系、运动状态和所受到的相互作用等无关。然而实验表明，一个粒子的惯性
质量与引力质量成正比。因此二者只需要建立一套测量方法即可。如果将二
者在数值上取作相等，统称质量，则引力大小可以写为：

F =
Gm1m2

r2
(1.18)

其中
G = 6.6742× 10−11 N ·m2/kg2 (1.19)
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如果仅考虑引力作用，以上就是牛顿力学的完整框架。由自由粒子定义时钟
往往需要参照遥远的恒星，很不方便。牛顿力学的一个推论是一个外力矩为
零的定轴转动刚体的角速度恒定。于是，历史上曾用地球的自转作为更方便
的时钟。

引力的表达形式意味着超距作用，粒子间并没有直接接触。这种形式对于人
显得不够自然。人最习惯的是直接的接触。使用物理学的语言，我们希望保
持所谓局域性（locality），即相互的关联仅发生在时空中最近邻处。为此目
的，人们发明了场的概念。粒子间通过场作为载体来传递相互作用。一个粒
子在其周围建立起场，另外一个粒子感受到场并与之相互作用。核心的想法
是将相互作用分为两部分，一部分是场的建立，另一部分是场与粒子的相互
作用，而场可以传播。我们不再采用超距作用，相互作用仅存在于紧邻的点
之间，保持了局域性。在使用场描述相互作用时需要两个定律，一个是描述
场的建立（场与源的关系），叫场方程，一个是描述粒子对场的响应，叫运
动方程。无论是场与源的关系还是粒子对场的响应，都需要场与粒子之间的
耦合常数。

以引力为例，引力质量就是耦合常数。一个质量M建立的场是（场方程）

G⃗ = −GM
r2
r̂ (1.20)

运动方程是

m
d2r⃗
dt2

= mG⃗ (1.21)

场的引入更清晰地表明引力质量描述的是粒子与场的耦合强度，并不是如惯
性质量这样的粒子内禀参数。把引力质量也当作内禀参数的一个不自然之处
在于无法简单地说明为什么场的产生和场作用于粒子的力这两个看似不同
的过程都正比于同一个参数。而无论是粒子建立引力场还是引力场作用于粒
子，都是粒子与场的耦合。描述这种耦合可能需要一组参数。牛顿框架下的
模型采用了一个最简单的方式，即引入了单一参数，即引力质量，并且场强
和力都线性地依赖于这个参数。

对于牛顿引力，场的引入并没有带来多大的方便。但是对于下面要讨论的
电磁作用，如果仍然使用超距的力也不是不行，但会极度复杂。而使用场则
会使模型变得简单得多，尤其是能够很自然地描述需要传递时间的相互作
用。场作为描述相互作用的工具是否具有所谓的“真实性”? 事实上，“真
实性”完全取决于我们将哪些量归入可测量量，即我们为哪些量规定了具有
可操作性的测量方案。我们一般不讨论一个量是否“真实”，而是代之以是
否“可测”。
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1.2 狭义相对论

我们开始讨论狭义相对论。狭义相对论的前两个假设与牛顿力学相同，区别
出现在参考系间的变换关系。核心是相互作用的传播需要时间。当一个体系
中的一个粒子的状态发生变化时，经过一段时间后另一个粒子才会受到影
响。两粒子的距离除以这个时间就是相互作用的传播速度。这个传播速度应
该是有限的，存在上限。由此，可以写下相对论的假设。

假设III 相互作用的传播速度存在上限。

相互作用不是一个抽象的概念，而是需要一个载体。 这个载体需要有一个物
理定律来描述。由于惯性系的协变性，这个定律的方程在各惯性系中有相同
的形式，因此传播速度上限在各惯性系中相同，是普适的。至于这个普适的
速度是什么则是一个实验问题。我们在实验中发现这个传播速度取上限的载
体，即真空中电磁波，速度记为c。这个速度的一个重要用处是使一个参考
系中的时钟同步。只有时钟同步之后时间测量才有意义。相互作用的传播速
度存在上限也意味着任何物体的运动速度也必须以此为上限，否则利用该物
体作为载体就可以实现一个传播速度超过上限的相互作用。

得到变换关系的所有推导到式1.11为止都与伽利略变换相同。下面根据相对
论的假设III定出最后一个待定系数λ11。首先，当v = 0时，(x, t) = (x′, t′)，
于是λ11(0) = 1。之后求速度的变换。

u′ =
dx′

dt′
=

u− v
1−λ2

11

vλ2
11
u+ 1

(1.22)

可以证明u′是u的单调增函数：
du′

du
=

(vλ11)
2

(1− uλ211 + vλ211)
2
> 0 (1.23)

将u取为普适的相互作用传播速度的上限c。如果u′不等于c，则必须小于c。
于是A'中的最大速度c在变换到A后一定会大于c。这与c是普适的速度上限矛
盾。因此如果u = c，则u′ = c。这样如果实验中能够发现某个载体的速度在
不同惯性系中保持不变，这个载体就是一个可以实现最快传播相互作用的候
选者。令

c =
c− v

1−λ2
11

vλ2
11
c+ 1

(1.24)

这样

λ211 =
c2

c2 − v2
(1.25)

由于λ11(0) = 1，我们最后得到

λ11 =
1√

1− v2

c2

(1.26)



12 1. 经典物理的框架

由此可见，任何速度v不可以大于c，否则会导致λ11为虚数这样一个非物理的
结果。这样就自动保证了c是速度上限。

为了方便，定义β = v/c，γ = 1/
√

1− v2

c2
= 1/

√
1− β2。洛伦兹变换表示为

x′ = γ(x− vt) (1.27)
y′ = y (1.28)
z′ = z (1.29)
t′ = γ(t− βx/c) (1.30)

实验中为了发现相互作用传播速度的上限可以去寻找某个可以承载传递相互
作用功能的载体，其速度不依赖于参考系，是一个普适的常数。这样一个载
体就是一个可能的选择。如果将这样的速度指定为传播速度的上限，则惯性
系间需满足洛伦兹变换。实验发现电磁场具有如此的特征。真空中电磁场以
光速c传播，不依赖于参考系。有了这样一个恒定的速度就可以更好地定义
长度单位米：真空中光在1秒中传播的距离的1/299792458。单位的定义总
是希望尽可能地普适。相对论向这个方向取得了新的进展：不再需要米原器
这样的具体物体。

洛伦兹变换清楚地表明同时性不再具有绝对意义。一个参考系中同时发生的
两个事件，在另一个参考系看来可能并不同时。与之相反，绝对时空意味着
判断事件的关系有一个统一的、普适的标准。绝对时间的意义是指用唯一的
一套时钟就可以测量任意参考系的时间，每一个时刻都可以有一个固定的值
而不论该参考系相对时钟有怎样的运动。因此，在任何参考系中测量两个事
件的间隔都是相同的，在一个参考系中同时的两个事件在任意参考系中也都
是同时的。绝对空间意味着对空间每一点都可以给一个固定的坐标，这个固
定的坐标不随参考系而改变。当然一个参考系可以有自己的坐标架，但这种
局域的坐标与绝对坐标的差别仅仅是原点。如果坐标轴彼此都平行，则两者
的差别为原点的绝对坐标。在相对论中，每个参考系中时间和空间的度量必
须由固定在该参考系中的时钟和尺来来完成。其中时钟通过光来同步。世界
上没有一个统一的、普适的绝对时间和空间。存在绝对时空意味着测量可以
独立于参考系进行，而相对意味着测量依赖于参考系。时间的测量需要有与
参考系固定在一起的一套同步的时钟来完成，空间的测量需要有与参考系固
定在一起的尺子。观测者的作用是：判断、读数和记录。对于一个观测者，
他有与其固化在一起的这套时钟，他观察到的一个事件发生的时间就定义为
该事件发生处他的时钟的读数。我们发现的规律都是以这样的时间测量为
依据的。如果时间和空间只是用来表明事件之间关系，那么这种关系就不是
抽象的，而是应该依赖于观测者（参考系）。每个观测者应该有他自己的工
具。没有先验的理由要求不同的观测者（参考系）能看到相同的关系，不同
参考系可以有不同关系。每个人的立场不同，结论当然会不一样。

洛伦兹变换会导致与伽利略变换不同的速度变换

dx′ = γ(dx− vdt) (1.31)
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dy′ = dy (1.32)
dz′ = dz (1.33)
dt′ = γ(dt− βdx/c) (1.34)

所以

u′x =
ux − v

1− vux/c2
(1.35)

u′y =
uy

γ(1− vux/c2)
(1.36)

u′z =
uz

γ(1− vux/c2)
(1.37)

光速在变换下不变。

牛顿力学框架下的假设IV不具有洛伦兹协变性。此外，在牛顿的时代，人们
并不清楚自然界有四种基本相互作用，因此把粒子的运动方程分成了IV和V
两个假设。假设IV仅关于惯性质量，而任何有关力的叙述都放在假设V中。
这样的好处是每当发现一个新的力时，只要将假设V扩充即可。而一旦我们
发现相互作用的类型为有限的几种，并且甚至可以努力尝试将它们统一起来
时，一个更好的策略是在一个假设中涵盖完整的运动方程，而不是分为两部
分。在经典物理框架下，我们只讨论引力和电磁力。而引力尚不能纳入到狭
义相对论中，因此新的假设IV只涉及电磁力。实验表明：

假设IV 惯性系中电磁作用的场方程和运动方程由Maxwell方程组和Lorentz力
给出。其中惯性质量是粒子的内禀性质并与参考系无关；电荷描述的是粒子
与场的耦合强度并与参考系无关。

Maxwell方程组和Lorentz力写作：

∇ · E⃗ =
ρ

ϵ0
(1.38)

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t

(1.39)

∇ · B⃗ = 0 (1.40)

∇× B⃗ = µ0j⃗ +
1

c2
∂E⃗

∂t
(1.41)

ϵ0和µ0为常数。E⃗和B⃗分别称为电场和磁场，ρ为电荷密度，j⃗为电流密度。

dp⃗
dt

= q(E⃗ + v⃗ × B⃗) (1.42)

以上这些方程满足Lorentz协变性（不加证明），即在相对论变换下方程的形
式保持不变。电荷q和惯性质量m具有Lorentz不变性，是个标量。同引力质
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量一样，电荷是描述耦合强度的量。经典电磁模型采用了最简单的方案：使
用单一的耦合强度量并且场和力都和这个量成线性关系。电荷或荷电粒子是
个恰当的名称，因为“荷”具有“外界施加”的意思，有别于内禀参量。

经典电磁理论成立的尺度通常远大于一个微观粒子（如电子、原子核）的
线度，因此这些微观粒子可以看作是一个点。于是每一个粒子对于电荷
密度的贡献可以用δ函数表示：ρ(r⃗) =

∑
i qiδ(r⃗ − r⃗i)。 电流密度：j⃗(r⃗) =∑

i qiv⃗iδ(r⃗ − r⃗i)。电荷满足如下的连续性方程。一个封闭曲面，包围一个体
积。体积内电荷的改变应等于流出曲面的电荷量：∫

∂ρ

∂t
dV = −

∫
j⃗ · dS⃗ (1.43)

= −
∫

∇ · j⃗ dV (1.44)

其中，j⃗为电流密度。 所以，

∂ρ

∂t
+∇ · j⃗ = 0 (1.45)

动量p⃗ = γmv⃗，其中γ = 1/
√

1− v2/c2。能量定义为

E = γmc2 (1.46)

粒子不运动时的能量为mc2，称为静止能量。

质量仍然可以用牛顿力学的方法测量。下面还需要建立电荷的测量方法。电
荷受到Lorentz力的作用，而力可以测量。因此可以搭建一个场景，使得人
们通过力的测量来定义电荷，具体的方案如下。真空中两根无限长平行直
导线，导线截面积可以忽略不计，距离1米。两个导线中通过相同的恒定电
流。如果导线每米受力为2×10−7 N，那么电流的大小定义为1A。A是电流单
位安培。然后电荷的单位库伦（C）定义为1A的电流一秒钟流过的电荷量。
在这个定义下常数ϵ0 = 8.85×10−12 C2 ·N−1 ·m−2，µ0ϵ0 =

1
c2
，c = 299792458

m/s。更近一步，也可以为电场和磁场建立测量方法。于是，Maxwell方程组
和Lorentz力中的每个量都成为了可测量量。通过解方程，可以发现Maxwell
方程组存在一个波动解，波速就是不依赖于参考系的光速c。于是我们就发
现了假设II中那个普适的传播速度的上限。

以上的四个假设构成了一套完整的描述电磁作用的方案。四个基本的可测量
量是时间、空间、质量、电荷，对于国际单位制中的四个基本单位。电场和
磁场作为导出的物理量也是可测量量。电场和磁场传递电磁作用。Helmholtz定
理保证了满足Maxwell方程组的E⃗和B⃗就可以由电荷分布及其运动状态完全确
定下来。在微观尺度上，粒子的运动需要用量子力学描述。即便如此，电磁
场仍然可以用经典的方程来得到与实验足够好的符合。场量子化后构成量子
电动力学，这时带电粒子和电磁场都被量子化。这是迄今为止人类对自然界
所能给出的最准确的描述。
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总之，人们已经为世界建立了一套行之有效的物理模型。在这个过程中，人
们通过观察和猜测来尝试引入各种量、建立这些量之间的各种关系（基本假
设）。我们今天看到的是这些努力的结果。这个结果中的每个细节都经历过
反复的探索才存留下来并找到其合适的位置。我们将不会去严格复现这个过
程。基于对电磁现象的观测和概念的逐渐抽象，人们最终构造出上述的理论
模型来描述电磁相互作用。该模型足够简洁而又极为精确地与各种实验结果
相符。在以下若干章中，我们将去理解Maxwell方程组的各个侧面。
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2 场与势

2.1 梯度

对于二维空间的函数f(x, y)，当x和y分别变化时，函数的变化分别为∂f
∂x
dx和∂f

∂y
dy。

现在想求x，y在某单位矢量û方向上变化时f的变化，并求出变化最快的方
向。单位矢量û = uxî+uy ĵ。其中u2x+u

2
y = 1，ux = cos θ，uy = sin θ。∆s是û方

向上的线段，则∆x = ux∆s，∆y = uy∆s。f在û方向上的变化为

∆f(x, y) = f(x+ ux∆s, y + uy∆s)− f(x, y)

=
∂f

∂x
ux∆s+

∂f

∂y
uy∆s (2.1)

于是
∆f

∆s
≃ ∂f

∂x
ux +

∂f

∂y
uy (2.2)

取极限∆s→ 0
df
ds

=
∂f

∂x
ux +

∂f

∂y
uy (2.3)

称为方向导数。 定义一个量，叫梯度（后面我们会证明这是一个矢量，于是
我们用标量构造了矢量）

∇⃗f =
∂f

∂x
î+

∂f

∂y
ĵ (2.4)

则：
df
ds

= ∇⃗f · û (2.5)

类似，在三维空间
∇⃗f =

∂f

∂x
î+

∂f

∂y
ĵ +

∂f

∂z
k̂ (2.6)

由于
df
ds

= ∇⃗f · û ≤ |∇⃗f | (2.7)

我们得到df/ds的最大值是|∇⃗f |，发生在û与∇⃗f有相同方向时。在一点附
近， 沿∇⃗f方向函数变化最快。这就是梯度的直观几何意义。

把具有相同函数值的区域连接起来构成等高面（二维时是等高线）。在等高
面上，df = 0。所以 如果û与等高面相切，则∇⃗f · û = 0。因而∇⃗f与等高面
垂直， 即在垂直等高面的方向上函数变化最快。

17



18 2. 场与势

df = ∇⃗f · ûds，因而如果df > 0，那么û与∇⃗f指向相同，所以 ∇⃗f的指向是
从低f的等高面到高f的等高面。也就是说∇⃗f指向f增加最快的方向。

在垂直于等高面的方向上
|∇⃗f | ∼ ∆f

∆s
(2.8)

因而等高面越密，梯度越大。

下面我们说明梯度是矢量

f是一个标量

∆f =
∂f

∂x
∆x+

∂f

∂y
∆y +

∂f

∂z
∆z (2.9)

(∆x,∆y,∆z)是矢量，而∆f是标量，因而∇f应该是矢量。

2.2 散度

考虑空间中的一个矢量场Λ⃗(r⃗)。一个体积V，如图2.1，其表面记为S。我们
想知道Λ⃗通过S的总通量Φ。 通量定义为Λ⃗对S的面积分：

Φ =

∫
S

Λ⃗ · da⃗ (2.10)

da⃗是一个无限小的矢量，它的大小是S上一个小面积元的面积，方向垂直于
面积元向外。通量代表该体积内总的源或漏。例如，已知速度场v⃗的流体，
单位时间流过面积da⃗的流量是v⃗ · da⃗，而总流量由上面的积分给出。

下面我们试图将作为通量的面积分与闭合曲面包围的体的内部性质相关联。
现在设想我们将V通过一个隔膜D分成两部分，分别记为V1和V2，然后分别
计算每个体积的面积分。 显而易见，两个面积分之和等于原来整个表面的面
积分。 ∫

S1

Λ⃗ · da⃗1 +
∫
S2

Λ⃗ · da⃗2 (2.11)

原因是D上的一个面积元对第一个和第二个积分的贡献大小相等、符号相
反。换句话说，V1通过D流出的通量又流入了V2，二者抵消。余下的表面与
原来相同。我们还可以对V继续划分下去。然而无论如何划分，我们都会有

Φ =

∫
S

Λ⃗ · da⃗ =
N∑
i=1

∫
Si

Λ⃗ · da⃗i =
N∑
i=1

Vi

[∫
Si
Λ⃗ · da⃗i
Vi

]
(2.12)

下面我们计算取极限N → ∞下一个体积元i的面积分与体积的比值。该比值
代表该体积内源或漏的平均密度。在Vi趋于0的极限下表示了矢量场Λ⃗在该点
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图 2.1: 通量的计算

附近的性质，称为散度，记为divΛ⃗。

divΛ⃗ = lim
Vi→0

1

Vi

∫
Si

Λ⃗ · da⃗i (2.13)

divΛ⃗表示的是对于无限小体积元单位体积的通量。如果我们知道了divΛ⃗，我
们就可以反过来得到对于任何体积的通量。∫

S

Λ⃗ · da⃗ =

∫
V

divΛ⃗dV (2.14)

这叫做Gauss定理，它给出了通量与源的关系。左边是矢量场的通量。如果
通量为0就意味者这个体积中没有净的源或漏。divΛ⃗可以看作源或漏的密
度。divΛ⃗的体积分是该体积中总的源或漏。

下面我们计算散度定义中极限。为此，我们需要在直角坐标系中表示divΛ⃗。
我们计算一个长方体（图2.2）的通量。 长方体的中心位于(x,y,z)，边长分别
为∆x,∆y,∆z。 首先计算上下两个面。计算这两个面的通量时只需考虑Λ⃗的
z分量。对通量总的贡献依赖于Λz在上下表面平均值的差别。对于下表面

−
∫

Λz

(
x′, y′, z − 1

2
∆z

)
dx′dy′

= −
∫

Λz

(
x+ (x′ − x), y + (y′ − y), z − 1

2
∆z

)
dx′dy′

= −
∫ (

Λz(x, y, z) + (x′ − x)
∂Λz

∂x
+ (y′ − y)

∂Λz

∂y
− 1

2
∆z

∂Λz

∂z

)
dx′dy′

= −Λz(x, y, z)∆x∆y +
1

2

∂Λz

∂z
∆x∆y∆z (2.15)
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图 2.2: 长方体的通量

类似地，上表面的通量是∫
Λz

(
x′, y′, z +

1

2
∆z

)
dx′dy′

= Λz(x, y, z)∆x∆y +
1

2

∂Λz

∂z
∆x∆y∆z (2.16)

因此上下表面的通量和是
∂Λz

∂z
∆x∆y∆z (2.17)

类似的做法可以用到其他面上。长方体总的通量是

Φ = ∆x∆y∆z

(
∂Λx

∂x
+
∂Λy

∂y
+
∂Λz

∂z

)
(2.18)

长方体体积为∆x∆y∆z。所以通量对体积的比值是∂Λx/∂x+∂Λy/∂y+∂Λz/∂z。
于是

divΛ⃗ =
∂Λx

∂x
+
∂Λy

∂y
+
∂Λz

∂z
(2.19)

定义梯度算符：

∇⃗ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
(2.20)

这是一个矢量算符，即∇⃗作用在一个标量函数上得到一个矢量。而

∇⃗ · Λ⃗(r⃗) = ∂Λx

∂x
+
∂Λy

∂y
+
∂Λz

∂z
(2.21)
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于是
divΛ⃗ = ∇ · Λ⃗ (2.22)

积分形式 ∫
S

Λ⃗ · da⃗ =

∫
V

∇ · Λ⃗dV (2.23)

2.3 旋度

一个闭合回路包围着一个曲面。可以将面分成多个小片。类似于散度的讨论∮
Λ⃗ · dr⃗ =

N∑
i=1

∮
ci

Λ⃗ · dr⃗ (2.24)

这提示环路积分与面积的比值（见下式）在面积趋于0时的极限应该存在。

lim
ai→0

∮
ci
Λ⃗ · dr⃗
ai

(2.25)

这个极限应该依赖于面积元的指向n̂。n̂的方向按右手定则确定。

图 2.3: 矢量场对路径的积分

可以定义一个量叫做旋度，curlΛ⃗，它在n̂上的投影是

curlΛ⃗ · n̂ = lim
ai→0

∮
ci
Λ⃗ · dr⃗
ai

(2.26)

旋度代表环流密度，表示矢量场在空间中旋转的趋势。我们后面将看到旋度
是矢量。利用旋度可以得到Stokes定理∮

Λ⃗ · dr⃗ = lim
ai→0

N∑
i=1

∮
ci

Λ⃗ · dr⃗
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= lim
ai→0

N∑
i=1

ai

∮
ci
Λ⃗ · dr⃗
ai

= lim
ai→0

N∑
i=1

aicurlΛ⃗ · n̂

=

∫
S

curlΛ⃗ · da⃗ (2.27)

这样一个矢量对一个回路的积分就表示成为了另一个矢量对该回路张成的任
意面的面积分。我们还需要给出一个方便的计算旋度的方法。我们将证明

curlΛ⃗ = ∇× Λ⃗ (2.28)

其中

∇× Λ⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂x ∂y ∂z
Λx Λy Λz

∣∣∣∣∣∣ (2.29)

为证明上面的关系，先取一个正方形面积元（如图2.4），n̂ = k̂，包围该面
积的回路为c，求(curlΛ⃗)z。

图 2.4: 计算旋度的z分量

(curlΛ⃗)z = lim
a→0

∮
c
Λ⃗ · dr⃗
a

(2.30)

第一段积分 ∫
1

Λx(x, y0 −
1

2
∆y, z0)dx (2.31)

其中

Λx(x, y0 −
1

2
∆y, z0)
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= Λx(x0 + (x− x0), y0 −
1

2
∆y, z0)

= Λx(x0, y0, z0) + (x− x0)
∂

∂x
Λx(x0, y0, z0)−

1

2
∆y

∂

∂y
Λx(x0, y0, z0) (2.32)

积分 ∫
1

Λx(x, y0 −
1

2
∆y, z0)dx

= Λx(x0, y0, z0)∆x+ 0− 1

2
∆x∆y

∂

∂y
Λx(x0, y0, z0) (2.33)

第三段 ∫
3

Λx(x, y0 +
1

2
∆y, z0)dx

= −Λx(x0, y0, z0)∆x−
1

2
∆x∆y

∂

∂y
Λx(x0, y0, z0) (2.34)

1+3得到
−∆x∆y

∂

∂y
Λx(x0, y0, z0) (2.35)

类似地，2+4得到
∆x∆y

∂

∂x
Λy(x0, y0, z0) (2.36)

所以

(curlΛ⃗)z = ∆x∆y

(
∂Λy

∂x
− ∂Λx

∂y

)/
∆x∆y =

∂Λy

∂x
− ∂Λx

∂x
(2.37)

类似地

(curlΛ⃗)x = ∆y∆z

(
∂Λz

∂y
− ∂Λy

∂z

)/
∆y∆z =

∂Λz

∂y
− ∂Λy

∂z
(2.38)

(curlΛ⃗)y = ∆x∆z

(
∂Λx

∂z
− ∂Λz

∂x

)/
∆x∆z =

∂Λx

∂z
− ∂Λz

∂x
(2.39)

所以

curlΛ⃗ =

(
∂Λz

∂y
− ∂Λy

∂z

)
î+

(
∂Λx

∂z
− ∂Λz

∂x

)
ĵ +

(
∂Λy

∂x
− ∂Λx

∂y

)
k̂ (2.40)

回忆∇⃗的定义，我们有
curlΛ⃗ = ∇× Λ⃗ (2.41)

于是旋度是一个矢量，它的方向垂直于环流面。
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Stokes定理也可写为 ∮
Λ⃗ · dr⃗ =

∫
S

(∇× Λ⃗) · da⃗ (2.42)

有了旋度的微分形式就可以方便地计算旋度，例如平方反比力的场

∇× r⃗

r3
=
(
∂y
z

r3
− ∂z

y

r3

)
î+
(
∂z
x

r3
− ∂x

z

r3

)
ĵ +

(
∂x
y

r3
− ∂y

x

r3

)
ĵ (2.43)

其中

∂y
z

r3
= −3z

r4
∂r

∂y
= − 3z

2r5
∂r2

∂y
= −3yz

r5
(2.44)

∂z
y

r3
=

3yz

r5
(2.45)

等等。容易证明平方反比力的旋度为0。

2.4 保守场

有这样一种场，它对任何闭合回路的积分都为0，称为保守场。例如引力场∮
G · dr⃗ = 0 (2.46)

dr⃗是沿一路径的积分元。 可以很简单地证明∮
−GM

r2
r̂ · dr⃗ =

∮
−GM

r2
dr = 0 (2.47)

图 2.5: 对引力场的回路积分
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一般地，
∮
Λ⃗ · dr⃗ = 0，如果Λ是保守场。一个直接推论是：Λ⃗ · dr⃗的积分只依

赖于路径的起点和终点，而不依赖于路径。如图2.6∫ B

A,1

Λ⃗ · dr⃗ +
∫ A

B,2

Λ⃗ · dr⃗ = 0 (2.48)

⇒
∫ B

A,1

Λ⃗ · dr⃗ =
∫ B

A,2

Λ⃗ · dr⃗ (2.49)

图 2.6: 保守场的积分不依赖于路径

这是保守场的充分必要条件。

我们需要一种更方便的方法判断保守场，将积分形式用微分形式取代，将问
题转化为只与空间的局域性质有关。一个矢量对任意回路的积分为0就意味
着该矢量在每一点的旋度都是0，反之亦然。于是保守场要求旋度处处为0。
保守则无旋。

2.5 势

场Λ本身没有隐含保守性，那么如何才能自动保证保守性？由于场的路径积
分不依赖于路径，所以我们可以定义一个函数ϕ(r⃗)叫势，满足

ϕ(B)− ϕ(A) = −
∫ B

A

Λ⃗ · dr⃗ (2.50)

积分可以选择从A到B的任何路径。我们可以选任何一点作为ϕ的零点。如果
把势作为出发点，就可以自动保证保守性。

例：引力场的势

取无限远处为0，ϕ(∞) = 0
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ϕ(r) = ϕ(∞)−
∫ r

∞
−GM

r2
r̂ · dr⃗

= −
∫ ∞

r

GM

r2
dr

=
GM

r

∣∣∣∣∞
r

= −GM
r

(2.51)

利用积分可以从场得到势。那么如何从势得到场? 考虑邻近两点间势的差别

∆ϕ = ϕ(r⃗ +∆r⃗)− ϕ(r⃗)

= −
∫ r⃗+∆r⃗

r⃗

Λ⃗ · dr⃗

= −Λ⃗ ·∆r⃗
= −(Λx∆x+ Λy∆y + Λz∆z) (2.52)

同时我们还知道

∆ϕ =
∂ϕ

∂x
∆x+

∂ϕ

∂y
∆y +

∂ϕ

∂z
∆z (2.53)

所以Λ⃗ = −∇⃗ϕ。我们可以用梯度从势得到场。 利用上一章梯度的性质，我
们有

· 场垂直于等势面

· 场从势高的地方指向势低的地方

· 场的方向是势变化最快的方向

· 等势面越近场越强

Λ⃗和ϕ可以相互推出，但ϕ更方便，因为ϕ的存在已经 隐含了Λ⃗是保守场。势
自动体现了保守性。容易证明∇⃗ × (∇⃗ϕ) = 0。

(∇⃗ × (∇⃗ϕ))x =
∂

∂y

∂

∂z
ϕ− ∂

∂z

∂

∂y
ϕ = 0 (2.54)

(∇⃗ × (∇⃗ϕ))y =
∂

∂z

∂

∂x
ϕ− ∂

∂x

∂

∂z
ϕ = 0 (2.55)

(∇⃗ × (∇⃗ϕ))z =
∂

∂x

∂

∂y
ϕ− ∂

∂y

∂

∂x
ϕ = 0 (2.56)
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2.6 保守系统

上面以引力场为例讨论了场方程，下面讨论运动方程。

运动方程

m
d2r⃗
dt2

= αΛ⃗ (2.57)

我们希望将Λ⃗换成更基本的ϕ。运动方程两边对一路径积分∫ B

A

m
d2r⃗
dt2

· dr⃗ = α

∫ B

A

Λ⃗ · dr⃗ (2.58)

∫ B

A

m
d
dt

(
dr⃗
dt

)
· dr⃗
dt

dt = −α(ϕ(B)− ϕ(A)) (2.59)

左边 =
1

2

∫ B

A

m
d
dt

(
dr⃗
dt

)2

dt

=
m

2

∫ B

A

d
(
dr⃗

dt

)2

=
1

2
mv2B − 1

2
mv2A (2.60)

⇒ 1

2
mv2B − 1

2
mv2A = −α(ϕ(B)− ϕ(A)) (2.61)

⇒ 1

2
mv2A + αϕ(A) =

1

2
mv2B + αϕ(B) (2.62)

能量定义为E = T + U，其中T = 1
2
mv2叫动能，U = αϕ叫势能。在保守场

中，如果采用运动方程中的方式将运动与场耦合，则可以定义一个函数称为
能量，并且能量守恒。这样的系统称为保守系统。牛顿运动方程可以描述所
有的事情而不必引入能量。能量的出现本质上是用场和势来描述相互作用的
必然结果。

保守场导致了保守系统。但保守系统不一定要基于保守场。例如，考虑了全
部的电磁效应（非静电）后，电场和磁场不再是保守场。但仍然可以引入势
并将Maxwell方程组等效地写为：

∇2ϕ− 1

c2
∂2ϕ

∂t2
= −ρ/ϵ0 (2.63)

∇2A⃗− 1

c2
∂2A⃗

∂t2
= −µ0j⃗ (2.64)
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其中c是光速。A⃗和ϕ称为矢量势和标量势，与电场和磁场的关系是E⃗ = −∇ϕ−
∂A⃗/∂t和B⃗ = ∇ × A⃗，这并不能保证保守场。历史上，势的引入可自动保证
某些场的保守性，但势最本质的重要性在于它能彻底地保证相互作用的局域
性，而场不能，例如AB效应。

尽管电磁场不再是保守场，但我们可以通过定义场的能量使得场与粒子一起
构成的体系的总能量守恒。一般地，基于电磁作用的系统是保守系统。



3 相对论协变性

在洛伦兹变换中，时间和空间的变换不再独立。为此我们需要一般的数学结
构，使得时间和空间共同构成四维矢量，并用更一般的代数语言来叙述狭
义相对论，讨论相对论协变性。将四维时空的坐标记为(x0 = ct, x, y, z)。于
是，洛伦兹变换写为

x′0
x′1
x′2
x′3

 =


γ −γβ 0 0

−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



x0
x1
x2
x3

 (3.1)

记为x′ = Lx，其中L为洛伦兹变换的4× 4矩阵。L的逆矩阵为

L−1 =


γ γβ 0 0
γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (3.2)

在四维时空中，上式构成了最基本的变换关系，更完整的变换还需要考虑
转动等。一个在四维时空变换下保持不变的量称为四维标量。如果有四个
量(A0, A1, A2, A3)，它们之间的变换关系与上式相同，则A = (A0, A1, A2, A3)构
成了一个四维矢量，例如(E, cp⃗)。将矢量和标量进行运算还可以构造出更多
的矢量或标量。例如定义4-速度

U = (cdt, dr⃗)/dτ = γ(c, u⃗) (3.3)

其中τ是原时，dτ是标量，u⃗ = dr⃗/dt，γ = 1/
√
1− u2/c2。U是一个四维矢

量。

由四维矢量(E, cp⃗)定义四维矢量Minkowski力

K =
1

c

(
dE
dτ
, c
dp⃗
dτ

)
=

(
1

c

dE
dτ
,

(
dt
dτ

)
dp⃗
dt

)
=

(
1

c

dE
dτ
, γF⃗

)
(3.4)

令ρ0 = dq/dV0，dV0是使电荷dq静止的参考系中体积元的体积。

dV = dV0/γ (3.5)

由于电荷是一个标量，因此ρ0是个标量场。ρ0和U可以构造出一个矢量场：

J = ρ0U =
dq
dV0

γ(c, u⃗) =
dq
dV

(c, u⃗) = (cρ, j⃗) (3.6)
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于是(cρ, j⃗)构成了一个四维矢量场。

还可以用两个矢量的内积得到一个标量。在三维空间中，两个矢量a⃗和b⃗的内
积定义为

a⃗ · b⃗ = aT b =
(
a1 a2 a3

)b1b2
b3

 = a1b1 + a2b2 + a3b3 (3.7)

内积对于转动变换Λ保持不变，是一个标量。Λ是一个3×3正交矩阵，即ΛTΛ =
I，I是单位矩阵。一般地，内积有如下定义

a⃗ · b⃗ =
(
a1 a2 a3

)g11 g12 g13
g21 g22 g23
g31 g32 g33

b1b2
b3

 (3.8)

g称为度规矩阵。类似于三维空间，在四维时空的代数结构中也可以引入内
积运算。对于狭义相对论的平直时空，度规矩阵取为

gµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 (3.9)

于是两个四维矢量 A和B的内积为

A ·B = ATgB = A0B0 − A1B1 − A2B2 − A3B3 (3.10)

这样定义的内积是一个标量：A′ · B′ = (LA)Tg(LB) = ATLTgLB，容易验
证LTgL = g，因此A′ ·B′ = A ·B。

取A = B = x，则四维时空坐标的长度cτ为

(cτ)2 = x · x = (ct)2 − x2 − y2 − z2 (3.11)

取A = B = U，有U · U = c2，为一标量。

取A = B = (E, cp⃗)，有E2 − c2p2 = m2c4，为一标量。

设ϕ(x)为四维时空中的一个标量场。容易证明它的偏微分(
1

c

∂ϕ

∂t
,−∇ϕ

)
(3.12)

构成了一个四维矢量。由此可以将(1
c
∂
∂t
,−∇)看做是一个矢量算符。它作用到

一个标量场上得到一个矢量。这个算符与一个矢量场(A0, A⃗)的内积为

(
1
c
∂
∂t
, − ∂

∂x
, − ∂

∂y
, − ∂

∂z

)
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



A0

A1

A2

A3

 =
1

c

∂A0

∂t
+∇· A⃗ (3.13)
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是一个标量场。而其与自身的内积

(
1
c
∂
∂t
, − ∂

∂x
, − ∂

∂y
, − ∂

∂z

)
1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




1
c
∂
∂t

− ∂
∂x

− ∂
∂y

− ∂
∂z

 =
1

c2
∂2

∂t2
−∇2 (3.14)

可以看做是一个标量算符。

一个物理定律需要写成相对论协变的形式，例如

1

c

∂A0

∂t
+∇ · A⃗ = ψ (3.15)

其中A = (A0, A⃗)是一个矢量场，ψ是一个标量场。令A = J和ψ = 0，得到

∂ρ

∂t
+∇ · j⃗ = 0 (3.16)

这就是电荷连续性方程。我们发现它具有相对论协变性。又如满足相对论协
变性的方程

1

c2
∂2ϕ

∂t2
−∇2ϕ = ψ (3.17)

以及

1

c2
∂2A0

∂t2
−∇2A0 = J0 (3.18)

1

c2
∂2A⃗

∂t2
−∇2A⃗ = J⃗ (3.19)

其中J = (J0, J⃗)是矢量场。
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4 电磁学的实验基础

我们已经回顾了经典物理学的框架。在现代物理学中，人们经常从一些基本
的原则（如相对论协变性、对称性等等）出发来建立模型，然后根据模型预
言与实验事实的符合程度来甄别出最优的模型。我们打算采用相同的方式来
构建电磁学。到十九世纪为止，人们已经就静电力、磁性、电磁感应、电磁
波积累了大量事实和知识，并发现这些现象彼此关联，进而试图建立一个统
一的模型。在本章中，我们将讨论这些实验基础。

4.1 库伦定律

人们首先需要为物质结构建立一个模型。一个最简单的方案是物质由点电荷
构成。点电荷的大小远远小于我们所关心的尺度。这个模型的合理性被近代
物理的发展所确认。库伦等人在十八世纪做过很多宏观尺度上的实验研究，
主要是测量荷电体之间的相互作用力。电荷来源于摩擦起电。结果发现如果
假设静止点电荷间相互作用力随距离遵循平方反比关系且同号电荷相斥、异
号相吸，即

F⃗12 = −F⃗21 =
keQ1Q2

r2
r̂12 (4.1)

就可以很好地得到和实验符合的预言。

为了体现局域性，定义电场E⃗ = F⃗/q，一个静止点电荷的电场为

E⃗ =
keQ

r2
r̂ (4.2)

ke是个普适的常数，其大小依赖于对电荷单位的规定。在电场中，一个电
荷q受到的力是

F⃗ = qE⃗ (4.3)

电场可以叠加。在处理多电荷体系时，一个位置的电场是各个电荷贡献之
和，但这种做法不很方便，因此人们又发展了电场的微分方程形式。首先需
要从电场的通量入手。电场对于一个闭合曲面的通量定义为∮

E⃗ · da⃗ (4.4)

以点电荷为原点建立坐标系，如图4.1∮
E⃗ · da⃗ =

∮
keQ

r2
cos θda =

∮
keQdΩ = 4πkeQ (4.5)
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图 4.1:

Ω是立体角。 由于场可以叠加，上式对于多电荷体系仍然成立，而Q则是闭
合曲面包围的体积中的总电荷。用电荷密度表示∮

E⃗ · da⃗ = 4πke

∫
ρ(r⃗) dV (4.6)

利用高斯定理，上式可写为∫
∇ · E⃗ dV = 4πke

∫
ρ(r⃗) dV (4.7)

为了使该式普遍成立，必然有

∇ · E⃗ = 4πkeρ (4.8)

这个微分形式很好地体现局域性：场在一点的散度只和这一点的电荷密度有
关。为了表明该式与库伦定律等价，还需要证明它可以得到4.2式。取一个
以点电荷Q为球心、半径为r的球面进行面积分，∫

∇ · E⃗ dV =

∮
E⃗ · da⃗ = 4πkeQ (4.9)

一个静止的点电荷具有球对称性，因此电场方向只能沿径向，于是

4πr2E = 4πkeQ (4.10)

从而得到库伦定律。如果电荷运动，那么速度就提供了一个特殊的方向，系
统不再具有球对称性，也就不能得到库伦定律了。

静电场为保守场，即∇× E⃗ = 0，可以定义标量势ϕ(r⃗)，使得

E⃗ = −∇ϕ (4.11)

由∇ · E⃗ = 4πkeρ，得到ϕ满足的方程

∇2ϕ = −4πkeρ (4.12)
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称为泊松方程。由标量势的可叠加性可得到该方程的解为

ϕ(r⃗) = 4πke

∫
ρ(r⃗′) dr⃗′

|r⃗ − r⃗′|
(4.13)

对于一个点电荷体系总的静电能定义为把这些电荷从无限远处移到当前位置
所做的功，容易证明

U =
1

4πϵ0

∑
<i,j>

qiqj
rij

(4.14)

=
1

8πϵ0

N∑
i=1

N∑
j ̸=i
j=1

qiqj
rij

(4.15)

=
1

2

N∑
i=1

qiϕ(r⃗i) (4.16)

ϕ(r⃗i)是除第i个电荷外其它所有电荷产生的势。

4.16式的成立需要如下的点电荷条件：一、电荷的线度比电荷之间的距离小
得多，因此在一个电荷的范围内其他电荷产生的势可以看作是均匀的；二、
一个电荷内部的电荷分布不随时间或外场而改变（刚性）。例如，很多情况
下一个电子可以看作点电荷。

4.16式仅仅是点电荷之间的相互作用能，并没有包括形成每一个点电荷需
要的能量。为了得到总能量，需要假设电荷无限可分，而总能量可以认为
是将无限小的电荷组装起来需要做的功。假设最终达到的电荷密度和电势
为ρ(r⃗)和ϕ(r⃗)。由于电势与电荷的线性关系，在组装过程中，当电荷密度达
到λρ时，电势应为λϕ。这时，将一份无限小电荷（λ到λ + δλ）移入需要的
功是δλρ · λϕ = λδλρϕ。 对λ从0积到1得到总能量为

U =
1

2

∫
ρϕ dV (4.17)

由∇ · E⃗ = ρ/ϵ0和E⃗ = −∇ϕ得到

ρϕ = ϕϵ0∇ · E⃗ (4.18)
= ϵ0(∇ · (ϕE⃗)− E⃗ · ∇ϕ) (4.19)
= ϵ0(∇ · (ϕE⃗) + E2) (4.20)

一个静电荷体系的ϕE⃗在远处以∼ 1/r3的方式衰减，因此上式中的第一项利用
高斯定理变为无限远处曲面的面积分后等于零。于是得到总的静电能

U =
1

2
ϵ0

∫
E2 dV (4.21)
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1
2
ϵ0E

2可被视为能量密度。4.21式中的能量恒正，这与4.16式不同。例如，
两个大小相等、符号相反的点电荷，4.16式给出的相互作用能 qiqj

rij
为负。差

异产生的原因是4.16式为点电荷之间的相互作用能，而并没有包括形成每
个点电荷需要的称为自能的能量。自能也是总的相互作用能的一部分，只是
它仅属于一个点电荷。4.21式有两个相互关联的问题：其一、电荷有基本单
元，例如对一个电子我们并不能真正在物理上做到无限小的拆分来得到它的
自能；其二、如果将电荷看作一个不可拆分的几何的点，在对E2进行积分时
会碰到发散（在r ∼ 0时，

∫
E2dV ∼

∫
1/r2dr )。在经典物理中，一个简单的

解决方案是为点电荷建立模型。例如，假设电子为一小球，半径为R，其电
荷无限可分，密度均匀。则电子的自能为3

5
e2

4πϵ0R
。虽然自能依赖于模型，但

在点电荷条件下，自能部分始终是一个固定的常数，不会随时间和周围电磁
环境而改变。因此在经典物理尺度上相当多的场合中，可观测的效应不依赖
于点电荷的模型细节。

4.21式赋予了场更多的现实意义。对于静止电荷的情形，能量可以写成仅依
赖于各电荷位置的库伦势。当有更复杂的电磁作用参与时，能量函数通常无
法写成各个粒子的坐标及其对时间微分的一个简单形式。这时将能量的一部
分用场来表达就更具有现实意义。系统的总能量可以简单地表示为粒子动
能加上场能量两部分之和，而每一部分的形式都很简洁。在一些特殊的约定
下，从场能量的表达式中也可以分离出一部分归入粒子，使得物理更直观。
例如，在非相对论近似和所谓库伦规范下，场能量可以分解为简单的库伦势
项和横向辐射场项之和，然后再把库伦势看做势能而归入到粒子的能量中，
这样看上去系统就由受超距库伦静电作用的电子和辐射场组成。这样处理往
往会带来一些方便。总之，引入场这个工具虽然使得系统的自由度增加了，
但同时又能够使得理论的形式和概念变得简单。这对进一步的量子化尤其重
要。

4.2 安培定律

磁性有很长的研究历史，但都基于天然的磁铁。这时磁与电看上去是两种完
全不同的现象。1820年，奥斯特的实验表明一根载有电流的导线可以与磁
铁发生相互作用，预示着电与磁有着某种关联。更近一步的实验表明，两根
载流导线间的相互作用力、一根载流导线与磁铁间的相互作用力、以及两个
磁铁之间的相互作用力都具有相同的性质。这清楚地表明了磁与电具有相同
的来源，而磁与电荷的流动密切相关。电流可以产生于连接两块导体的导线
中，这两块导体上的电荷来源于摩擦起电。但是此时电流会很快衰减到零，
并且没有很好的办法计量单位时间内流过导线的电荷量。事实上一个可以想
象的计量方法是测量两端导体的质量变化。但这种方法并没有真正用于测
量，我们现在知道原因在于用于载流的电子的质量很小。历史上，真正用于
产生稳恒电流的方法是使用伏打电池。同时发展的是人们对物质结构，尤其
是原子理论，的理解。伏打电池将铜和锌分别浸在硫酸铜和硫酸锌溶液中。
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铜和锌两个电极间会产生稳恒的电流（可以用奥斯特实验验证）。单位时间
内通过的电荷定义为电流，可以用电解的量（质量）来计量。从而也可以定
量地计量电荷。伏打电池是一个关键环节，否则我们根本无从知道库伦实验
中的电荷与下面讨论的安培实验中的电流有什么样的关系。

安培等人进行了更定量化的实验。用现代的方式表达，一个稳恒电流体系可
以产生磁场

B⃗(r⃗) = km

∫
j⃗(r⃗′)× (r⃗ − r⃗′)

|r⃗ − r⃗′|3
dr⃗′ (4.22)

j⃗是电流密度。km是一个常数。对于一个局域的电流体系，在远处静磁场
以1/r2的速度衰减。处于这个磁场中另一个电流体系受到的力是

F⃗ =

∫
J⃗(r⃗)× B⃗(r⃗)dr⃗ (4.23)

由于我们当前关注的是微观模型，因此上两式都用的是电流密度。

可以把这个普遍的公式应用于一个闭合的电流回路上，电流为I。体积
元dr⃗′ = dS ′dl′，其中dS为垂直于电流线的面积元，dl沿电流线方向。

B⃗(r⃗) = km

∫
j⃗(r⃗′)× r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3
dr⃗′ (4.24)

= km

∫
j⃗(r⃗′)× r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3
dS ′dl′ (4.25)

(
∫
j⃗dS ′)dl′ = Idl⃗′，所以

B⃗(r⃗) = kmI

∮
dl⃗′ × r⃗ − r⃗′

|r⃗ − r⃗′|3
(4.26)

称为Biot-Savart定律，针对的是一个闭合的电流回路。积分需要对这个完整
的回路进行，才能得到正确的磁场。事实上，写成如下的微分形式可能不
是一个妥当的做法：dB⃗ = kmI d⃗l × r⃗−r⃗′

|r⃗−r⃗′|3
，因为在总的B⃗中在物理上并不

好指认每个部分的贡献。上述的Biot-Savart定律的形式也不是唯一能得到正
确的B⃗的公式。叠加上任何一个对回路积分为0的项都能给出同样的B⃗。此
外Biot-Savart定律必须用于稳恒电流的情形。

事实上，实验中使用的都是宏观的电流回路，因此Biot-Savart定律是直接可
以同实验进行比较的形式。我们已经发现微观模型意味着这种宏观形式成
立，但反之却不一定，因为宏观形式是由微观模型的平均得到。在平均过程
中，很多信息已经失去。而在微观上，电子的运动非常无序。尽管如此，人
们发现从宏观实验得到的Biot-Savart定律出发进行猜测得到的微观模型却是
普遍成立的。
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为了更直接地体现局域性，我们需要写下B⃗满足的微分方程。根据Helmholtz
定理，需要写下散度和旋度方程以保证B⃗可以完全由电流分布确定下来。直
接对B⃗的表达式计算表明

∇ · B⃗ = 0 (4.27)
∇× B⃗ = 4πkmj⃗ (4.28)

为了方便讨论问题，还可以写下以上两方程对应的积分形式：∮
B⃗ · dS⃗ = 0 (4.29)∮
B⃗ · d⃗l = 4πkmI (安培定律) (4.30)

对于一个点电荷，它感受到的力是

F⃗ = qv⃗ × B⃗ (4.31)

在处理电场问题时，由于电场的散度等于零，因而引入了电势，使得电场的
方程变为了一个，即∇2ϕ = −4πkeρ。类似于电场，可以定义一个矢量势A⃗：

B⃗ = ∇× A⃗ (4.32)

这可以自动保证∇·B⃗ = 0，因为∇·(∇×A⃗)恒为0。反之，∇·B⃗ = 0也意味着存
在A⃗，使得B⃗ = ∇× A⃗。但此时A⃗并不唯一，即可以有多个A⃗对应同样的B⃗。
为了使A⃗唯一确定（在相差一个常数的意义上），我们还规定∇ · A⃗ = 0。有
了旋度和散度后一个矢量就可以唯一确定了（除一个常数外）。之所以可
以这样做的原因是如果∇ · A⃗ ̸= 0，令f = ∇ · A⃗。总存在这样一个函数g⃗，
使得∇ · g⃗ = f并且∇ × g⃗ = 0，这是因为这样的g⃗类似于由电荷密度f产生的
静电场。所以，从f出发就可以找到g⃗。再做如下变换：A⃗ → A⃗ − g⃗。于是新
的A⃗满足∇ · A⃗ = 0，并且∇× A⃗仍等于B⃗，因为∇× g⃗ = 0。

一个有用的关系是∮
A⃗ · d⃗l =

∫
(∇× A⃗) · dS⃗ =

∫
B⃗ · dS⃗ = Φ （磁通量） (4.33)

将B⃗ = ∇ × A⃗代入到∇ × B⃗ = 4πkmj⃗得到∇ × (∇ × A⃗) = 4πkmj⃗。再利
用∇ · A⃗ = 0

∇× (∇× A⃗) = ∇(∇ · A⃗)−∇2A⃗ (4.34)
= −∇2A⃗ (4.35)
= 4πkmj⃗ (4.36)
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得到
∇2A⃗ = −4πkmj⃗ (4.37)

这样A⃗的每一个分量都构成一个泊松方程，其解在静电学中已经给出。当j⃗为
局域的电流分布时（即无限远处j⃗ → 0），有

A⃗(r⃗) = km

∫
j⃗(r⃗′)dr⃗′

|r⃗ − r⃗′|
(4.38)

同静电学一样，引入了势可以使模型在形式上更为简洁，尽管在物理上是等
价的。另外，因为没有了矢量积，上式使得磁场的计算更为方便、直观。以
下看一个例子。

例

无限长直导线，电流为I。沿导线方向取为z。电流只有z分量，因此A⃗ =
Aẑ。

z

θ
ρ

z

I

A

图 4.2:

A = kmI

∫
dz√
z2 + ρ2

(4.39)

对于无限长导线上式的积分发散，因此此时A⃗的积分计算公式已经不适用。
取有限长度(−l, l)，且l >> ρ

A = kmI

∫ l

−l

dz√
z2 + ρ2

(4.40)

= 2kmI

∫ l

0

dz√
z2 + ρ2

(4.41)

= 2kmI ln(z +
√
z2 + ρ2)|l0 (4.42)
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= −2kmI ln
ρ

ρ0
(4.43)

这里用到了l >> ρ时，
√
l2 + ρ2 ∼ l。 由此容易得到

B⃗ = Bθ̂ = (∇× A⃗)θθ̂ = −∂Az

∂ρ
θ̂ =

2kmI

ρ
θ̂ (4.44)

这样我们可以得到两条间距为d的平行电流线单位长度上的受力为

F =
2kmI1I2

d
(4.45)

力是一个方便测量的量。因此人们可以用上式来定义电流的单位。将电流的
单位称作安培（A）。首先将常数km定为10−7 N/A−2。在真空中两根无限长
平行直导线，导线截面积可以忽略不计，距离1米。两个导线中通过相同的
恒定电流。如果导线每米受力为2× 10−7 N，那么电流的大小定义为1 A。有
了电流的定义，就可以近一步定义电荷。电荷的单位一库伦（1 C）定义为1
A的电流一秒钟流过的电荷量。在这个定义下通过实验可以确定常数ke。由
于历史原因，通常将ke记为ke = 1/4πϵ0，而ϵ0 = 8.85× 10−12 C2 ·N−1 ·m−2。
同时将km记为µ0/4π，而µ0 = 4π× 10−7 N/A−2。在这样的约定下，静电场和
静磁场满足的方程写作

∇ · E⃗ =
ρ

ϵ0
(4.46)

∇× E⃗ = 0 (4.47)
∇ · B⃗ = 0 (4.48)

∇× B⃗ = µ0j⃗ (4.49)

∇2ϕ = − ρ

ϵ0
(4.50)

∇2A⃗ = −µ0j⃗ (4.51)
∇ · A = 0 (4.52)

一个电荷受到的力是

F⃗ = q(E⃗ + v⃗ × B⃗) (4.53)

再看一个求磁场的例子：载流圆环轴线上的磁场。由于对称性，积分时只需
取z分量
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I

dB

z

a

r

θ

θ

图 4.3:

Bz =
µ0I

4π

∮
dl
a

r3
=

µ0Ia
2

2(a2 + z2)3/2
(4.54)

在圆心处z = 0，Bz =
µ0I
2a

无限长螺线管轴线上的磁场可以看做无限多圆环的贡献，dz长度上的电流
为nIdz，n为单位长度上的匝数。

Bz =

∫
nIdz µ0a

2

2(a2 + z2)3/2
(4.55)

=
nIµ0a

2

2

∫ ∞

−∞

dz
(a2 + z2)3/2

(4.56)

= µ0nI (4.57)

A

图 4.4:
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B

A

图 4.5:

我们将发现不仅是轴线上，而且螺线管内各处磁场相等，螺线管内磁场均
匀。如图，螺线管内任何一点A，它的磁场来源于左右两边对称分布的电流
环。对称的电流环对A点磁场的贡献只有轴向分量。由此可知管内的磁场方
向处处沿轴向。取图中所示的一个回路。由于回路中没有电流流过，回路上
下两边对磁场的积分应该相互抵消才能保证回路积分为零。由此得知管内磁
场必然均匀，并为µ0nI。类似的讨论适用于管外。管外磁场也需沿轴向。取
下图中的回路。回路下边的积分为µ0nIl，正好等于回路中的总电流×µ0。因
此上边的积分必须为0，即B = 0。螺线管外部磁场为零，均匀的磁力线都被
约束在螺线管内。

l

图 4.6:

再来看矢量势。无限长螺线管同样会有发散的问题，需要取一有限长度。
这个有限长螺线管平行于z方向，并关于z = 0平面对称。以下讨论不限
于管内或管外。取柱坐标，一般地，A⃗ = Aθθ̂ + Aρρ̂ + Az ẑ。如果螺线管
足够长，则在z = 0平面附近沿z方向仍有很好的平移对称性，这使得A⃗不
是z的函数。绕轴的旋转对称性使得A⃗也不是θ的函数。电流没有z分量，于
是Az = 0。因此，A⃗ = Aθ(ρ)θ̂ + Aρ(ρ)ρ̂。如下图，A和B两个点关于OP对
称。两处的电流对P点的贡献沿径向方向抵消，因此P点的A⃗只有θ̂方向的分
量。于是，A⃗ = A(ρ)θ̂。矢量势形成围绕轴心的同心圆，方向与圆相切，大
小只依赖于到轴心的距离。
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A B

P

图 4.7:

A(ρ)可以用如下方法得到∮
A⃗ · d⃗l =

∫
(∇× A⃗) · dS⃗ =

∫
B⃗ · dS⃗ = Φ （磁通量） (4.58)

将积分回路取成与螺线管同心的圆，

上式左边 = A(ρ) · 2πρ (4.59)

右边 =

{
µ0nI · πρ2 管内 (4.60)
µ0nI · πa2 管外 (4.61)

a为螺线管半径。 所以

A(ρ) =


1

2
µ0nIρ, ρ < a (4.62)

1

2
µ0nI

a2

ρ
, ρ > a (4.63)

需要注意的是尽管B在管外为零，但A并不为零。这在量子力学中有重要后
果。基于势写下的电磁学可以避免非局域的相互作用，这是一个极大的优
点，使得描述更为简洁、自然和方便。

4.3 法拉第电磁感应

奥斯特、安培等人发现了电流的磁效应，从而推动了将电和磁统一起来想
法。更进一步的突破来源于法拉第，他发现了磁作用来产生电流，即电磁感
应。安培定律和法拉第电磁感应定律建立起了电与磁的密切联系。最常见的
表达法拉第电磁感应的形式是

E = − d
dt

∫
B⃗ · da⃗ = −dΦ

dt
(4.64)
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E是一个闭合回路中的电动势，Φ是回路包围的磁通量。根据局域性的想法，
回路导体中的电子应该受到当地场的作用而导致回路中电动势。而4.64式中
出现的场是在回路包围的曲面上，而不是回路上，为此需要将4.64式改造成
为局域的形式。该式中对时间微分的是一个回路包围曲面上的磁场通量。可
能依赖于时间的因素有两个：随时间变化的磁场和运动的回路。对于一个回
路，v⃗为回路在d⃗l处的速度。回路可以做任意的运动和变形。略去详细证明

E = − d
dt

∫
B⃗ · da⃗

= −
∫

da⃗ ·

(
∂B⃗

∂t
+ v⃗(∇ · B⃗)−∇× (v⃗ × B⃗)

)

= −
∫

da⃗ ·

(
∂B⃗

∂t
−∇× (v⃗ × B⃗)

)

= −
∫

da⃗ ·
(
∂

∂t
(∇× A⃗)−∇× (v⃗ × B⃗)

)
= −

∫
da⃗ · ∇ ×

(
∂A⃗

∂t
− v⃗ × B⃗

)

=

∮ (
−∂A⃗
∂t

+ v⃗ × B⃗

)
· d⃗l (Stokes定理) (4.65)

这样，回路上的电动势就只与回路上场相关。下面我们会看到积分中的第二
项来源于洛伦兹力。由于洛伦兹力的作用回路中出现的电动势为

E =

∮
(v⃗ + v⃗d)× B⃗ · d⃗l (4.66)

回路的速度v⃗就是晶格的速度。v⃗d是电子相对于晶格的漂移速度。

v⃗d × B⃗ · d⃗l = −v⃗d × d⃗l · B⃗ (4.67)

在平均的意义下，v⃗d ∥ d⃗l，因此上式为0。于是洛伦兹力产生的电动势成为
了

E =

∮
v⃗ × B⃗ · d⃗l (4.68)

需要解释的一个细节是：洛伦兹力并不做功，电动势从何而来？事实上洛伦
兹力确实不做功，因此系统总的能量不会改变。但洛伦兹力可以使能量在
系统内部重新分配。在上面这个情形中，电子相对于晶格的能量增加了（事
实上如果不是超导体，最终增加的应该是内能），其代价是电子+晶格整体
以v⃗进行平动的动能会下降。以回路的动能为代价换取了电动势，而总能量
不会改变。为了保持回路的速度不变，需要有外力做功。

除了洛伦兹力外另一项对电动势的贡献是矢量势的时间变化率。这意味着矢
量势与动量有密切关系。矢量势在dt时间内的变化等于电荷动量的改变。这
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与标量势完全类似：标量势在dr⃗距离上的变化等于电荷能量的改变。这给出
了矢量势的物理图像，同时这也暗示着标量势与矢量势的关系类似于时间与
空间、能量与动量的关系。

∇2ϕ = −ρ/ϵ0和∇2A⃗ = −µ0j⃗这两个方程都讲的是静态场。然而法拉第电磁感
应告诉我们场随时间的变化有着重要后果。将这两个场方程扩展到动态场，
实现电与磁的统一，还需要最后一块拼图：电磁波。

4.4 电磁波

光作为一种波动行为已被研究了很长时间。人们可以在实验中测量光的波长
和光的传播速度，并且发现在真空中光速是一个定值，但是光的本质仍然没
有澄清。赫兹的实验利用天线产生了一种基于电磁效应的波动，并测量了频
率和波长。实验中实现的电磁波，其频率远低于光，但是却具有相同的传播
速度。据此，人们认为光也是一种电磁波，于是实现了电、磁、光的统一。
极为重要的是，恒定的传播速度这样一个实验事实为将场方程扩展到动态场
后的形式给出了限制。

在很多情形中，一个物理量在空间中的两点间会存在关联。这个量在某一点
上的变化经过一段时间后会传播到另一点。如果传播过程中能量的耗散较
弱，我们称这种传播的行为为波动，否则为扩散。事实上，二者之间没有明
确的界限。这里我们来看看什么样的波动方程可以导致恒定的传播速度。

考虑一维空间中传播的波，波形不随时间变化，并整体以一定速度移动。这
样的波可以用以下波动方程描述

1

v2
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0 (4.69)

它的一般解为 u = f(x − vt) + g(x + vt)，f和g为任意函数。证明如下：
∂f
∂t

= −vf ′，∂2f
∂t2

= v2f ′′，∂2f
∂x2 = f ′′，所以是方程的解。同样可以证明g也是

方程的解。这个解在运动中波形不变，并且波形的速度为v。

行波解是一种特殊的解：u(x, t) = Aei(ωt−kx)或A cos(ωt− kx)。描述的是单一
频率ω、单一波矢k的波，ω = kv。 ω和k呈线性关系，称没有色散。这时波
速恒定。

可以看一个有色散的例子。将波动方程写为

1

v2
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= −ω

2
0

v2
u (4.70)

将u(x, t) = Aei(ωt−kx)代入得到色散关系

ω2 = ω2
0 + k2v2 (4.71)
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波的相速度
vp =

ω

k
=

v√
1− (ω0/ω)2

(4.72)

依赖于频率，称为有色散。

我们下面将加入场对时时间的依赖性，并使得得到的波动方程给出无色散的
解。
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实验永远不可能穷尽所有的情形。为了构建一个模型，人们往往需要依据已
有的从实验得到的有限知识，按照一定的规则（如对称性、协变性），通过
猜测进行推广，再进一步与更多的实验比较。电磁学的模型讨论的是微观上
点电荷之间的相互所用。上一章描述了几个关键的实验事实。这一章我们将
把这些知识在保证相对论协变性的前提下进行推广。因此本章只关心模型的
内在逻辑。推广后的模型是否有效还需要与实验观测比较。而这样的实验往
往是在宏观尺度上进行的。因此我们将在之后的几章发展宏观的模型。一方
面将通过实验来说明微观模型的有效性，另一方面还将让我们看到在不同的
尺度上会出现新的物理，所谓演生现象。

5.1 场方程

我们需要构造一个场方程，它满足相对论协变性，在不含时的情形下退化为
静电场和静磁场的方程，在无源的自由空间中有无色散的波动解、波速等于
恒定的光速c。对于一个标量场，满足相对论协变性并且自由空间中有无色
散的波动解、波速等于恒定的光速c的波动方程是

1

c2
∂2ϕ

∂t2
−∇2ϕ = 0 (5.1)

但标量场只有一个分量，没有简单的办法在不含时情形下退化成为静电场和
静磁场的方程。然后我们再尝试矢量场。假设一个矢量场(Λ0,Λ1,Λ2,Λ3)。
自由空间中满足条件的波动方程是

1

c2
∂2Λµ

∂t2
−∇2Λµ = 0, µ = 0, 1, 2, 3 (5.2)

另一方面，如果让µ0 = 4π×10−7 N/A−2，那么实验测量得到ϵ0 = 8.8541878×
10−12 C2 ·N−1 ·m−2。从而发现µ0ϵ0 = 1/c2。于是静电场和静磁场的场方程可
以写作

−∇2

(
ϕ

c

)
= µ0(cρ) (5.3)

−∇2A⃗ = µ0j⃗ (5.4)

如果令Λ = (ϕ/c, A⃗)构成了一个四维矢量，并注意到J = (cρ, j⃗)是一个四维矢
量，那么作为一个最简单的猜测，一个满足相对论协变性、不含时情形下退

47
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化为静电场和静磁场的方程、在无源的自由空间中有无色散波动解的矢量场
方程为

1

c2
∂2Λµ

∂t2
−∇2Λµ = µ0J (5.5)

用ϕ和A⃗，就是

∇2ϕ− 1

c2
∂2ϕ

∂t2
= −ρ/ϵ0 (5.6)

∇2A⃗− 1

c2
∂2A⃗

∂t2
= −µ0j⃗ (5.7)

这个方程的一般解称为推迟势（详细推导略去）。结合电荷守恒可证明（同
样略去详细推导）推迟势满足

∇ · A⃗+
1

c2
∂ϕ

∂t
= 0 (5.8)

这也是个具有相对论协变性的形式，称为Lorenz（不是Lorentz）规范。可
以看到由于电荷守恒在电荷与电流间建立了一定约束，这使得势的四个分量
间也产生了约束。

同时需要推广的还有E⃗和B⃗的定义

E⃗ = −∇ϕ− ∂A⃗

∂t
(5.9)

B⃗ = ∇× A⃗ (5.10)

E⃗的这个定义可以保持和法拉第电磁感应定律的一致性。是否这是个好的定
义还需要通过下面讨论的运动方程来检验。如果以此定义出发可以得到一个
简洁的和实验相符的运动方程，那么这就是好的定义。由E⃗和B⃗的定义还可
以直接导出

∇ · E⃗ =
ρ

ϵ0
(5.11)

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t

(5.12)

∇ · B⃗ = 0 (5.13)

∇× B⃗ = µ0j⃗ +
1

c2
∂E⃗

∂t
(5.14)

称为Maxwell方程组。它来自于场方程加电荷守恒。

ϕ和A⃗分别与能量和动量相关，也如同能量和动量一样，构成了一个四维矢
量。其相对论变换为

ϕ′ = γ(ϕ− vAx) (5.15)
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A′
x = γ

(
Ax −

v

c2
ϕ
)

(5.16)

A′
y = Ay (5.17)

A′
z = Az (5.18)

ϕ = γ(ϕ′ + vA′
x) (5.19)

Ax = γ
(
A′

x +
v

c2
ϕ′
)

(5.20)

Ay = A′
y (5.21)

Az = A′
z (5.22)

据此，我们可以得到一个匀速直线运动电荷的场。

x

y

z

v
S'

x

y

z

S

图 5.1:

在S'参考系中一个电荷q静止于原点，在S参考系中该电荷沿x轴以速度v向右
运动。我们只讨论t = t′ = 0时刻的场。在S'中，

ϕ′ =
q

4πϵr′
, A⃗′ = 0 (5.23)

r′ =
√
x′2 + y′2 + z′2 =

√
γ2x2 + y2 + z2 (5.24)

于是
ϕ = γϕ′ =

γq

4πϵ
√
γ2x2 + y2 + z2

(5.25)

以及
Ax = γ

v

c2
ϕ′ =

v

c2
ϕ, Ay = Az = 0 (5.26)

电场
E⃗ =

γ

4πϵ0

qr⃗

(γ2x2 + y2 + z2)3/2
(5.27)

由此可见，匀速运动电荷的电场与库仑场类似，仍然呈辐射状，但不再是球
对称。其强度随方向不同而不同，在垂直速度方向最大。速度越快，电场越
集中在垂直方向上。尽管垂直方向与水平方向电场不再相同，但电场仍然保
持关于垂直于速度方向并穿过电荷这样一个平面的镜面对称，向前方向的场
并不会比向后方向的场更强或更弱。
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v

图 5.2:

一个惊人的事实是电场仍然以电荷瞬时的位置为中心向外呈辐射状分布。直
觉上讲，由于相互作用的传递速度有限，空间中一点的场应该由更早些时刻
电荷的运动状态决定。如图A'的位置满足|A′A|/|A′B| = v

c
。推迟时间∆t需要

使得B点的场由A'处电荷的运动决定。但有趣的是这个由之前时刻（A'）所
决定的场又恰好使得场在当前时刻沿当前位置呈辐射分布。这样看上去仿佛
场来源于A，虽然实质上应该取决于A'。

E

A' A

B

v∆t

c∆
t

图 5.3:

尽管电荷运动使得电场偏离库伦场，但
∮
E⃗ · dS⃗ = Q

ϵ0
仍然成立。电场关于一

个闭合曲面的积分不会依赖于其中包含的电荷是否运动，甚至是有加速度的
运动。静电场的∇× E⃗ = 0不再成立，这容易通过电力线的图得到验证。

磁场为

B⃗ =
γ

c2
1

4πϵ0

q

(γ2x2 + y2 + z2)3/2
v⃗ × r⃗ =

1

c2
v⃗ × E⃗ (5.28)

它以q运动轨迹为圆心，呈圆形分布。我们可以看到电场和磁场通过相对论
变换联系在一起。在一个参考系中没有磁场只有电场，而在另一个参考系
中磁场和电场共存。容易证明这个匀速直线运动电荷的场满足Maxwell方程
组，从而保持了相对论协变性。
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q
v

B

图 5.4:

我们再来看有加速度，即有辐射的情形。辐射在下图中可以得到更直观的理
解。

O A

图 5.5:

一电荷初始时位于O点，经过一短暂的时间δ加速后开始匀速运动。在时
间t（t >> δ）电场如图所示。0~δ这段时间的电场形成一个球壳。球壳外是
电荷静止于O点时的电场。球壳内是在A点以匀速运动的电荷的场。球壳上
的电场以折线连接。球壳半径R ∼ ct。球壳厚度∼ cδ。首先看到的是加速
电荷产生的场垂直于径向方向。下面估算壳内电场对R的依赖关系。图中这
个环面的面积是2πR∆R，电场的通量是2πR∆RE。这个通量始终是一个常
数，而无论R有多大，因此E ∝ 1

R
。辐射场来源于有加速度的电荷。

R

∆R=cδE

E

图 5.6:

再看一个例子：一个参考系中只有磁场，而另一个参考系中同时存在电场
和磁场。如图，用线性排列的静止负电荷和匀速运动的正电荷来代表一根
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载流的导线。导线为电中性，正负电荷的线密度分别为λ和−λ。电流I =
v0λ，v0为电子速度。

+
-
+
-
+
-
+
-
+
-
+
-
+
-
+
-
+
-

v
0

S系

I=λv
0

ρ

图 5.7:

S系中

ϕ = 0, A = −µ0v0λ

2π
ln
ρ

ρ0
(5.29)

电场为0，磁场为µ0

2π
λv0
ρ
，这时没有电场只有磁场。变换到参考系S'，

ϕ′ = γ(ϕ− vAx) =
γµ0v0vλ

2π
ln
ρ

ρ0
(5.30)

A′ = γ(A− vϕ/c2) = −γµ0v0λ

2π
ln
ρ

ρ0
(5.31)

由此得到电场为µ0

2π
γλvv0

ρ
，磁场为µ0

2π
γλv0
ρ

。通过洛伦兹变换得到的场也同样可
以从场方程直接得到。如图，在S'中正负电荷的密度不再相等，因此导线带
电。

+
- -
+
- -
+

- -
+

- -
+ + +

v

v
0
 − v

1 − vv
0 
/c2

ρ

S’系

图 5.8:

负电荷密度−γλ，正电荷密度γλ(1 − vv0
c2
)，因此总的电荷密度−γλvv0

c2
。电流

为γv0λ。由此可得到与用洛伦兹变换得到的相同的电场和磁场。这与作为四
维矢量的势满足协变性场方程相一致。

再回顾一下我们已经做了什么。根据静电荷的实验，我们写下了一套场方
程∇2ϕ = −ρ/ϵ0和运动方程F⃗ = qE⃗，其中E⃗定义为−∇ϕ。这个力仅限于两个
静止电荷之间。再根据稳恒电流的实验，写下了另一套场方程∇2A⃗ = µ0j⃗和
运动方程F⃗ = qv⃗ × B⃗，其中B⃗定义为∇ × A⃗。这个力仅限于一个稳恒电流产
生的场中电荷的受力。然后我们假定(ϕ/c, A⃗)构成了一个四维矢量，将静场
的场方程推广到具有相对论协变的场方程，并得到了与实验相符的电磁波。
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这样的场方程看上去很自然和简洁。因此我们相信这是一种有效的做法，并
将其作为进一步讨论的基础。除此之外我们还修改了E⃗和B⃗的定义。之后我
们还需要讨论运动方程。有了运动方程我们才能够将模型的预言与实验中的
可观测量进行比较，比如法拉第电磁感应定律中的电动势。所有这些都是在
试图在协变性的要求下将模型进行推广，还不涉及到更多的新的实验事实。
上述的两个例子验证了推广后的模型在这两个具体的情形下满足协变性。

我们将ϕ和A⃗认作是更基础的物理量，而E⃗和B⃗是导出量，尽管E⃗和B⃗是更方
便直接测量的量。这样做的直接原因是在更一般的框架中，人们将从拉氏量
出发构造模型。拉氏量可以基于ϕ和A⃗写成很简洁的形式。如果使用E⃗和B⃗来
写拉氏量，即使不是不可能也会是极其困难的。更近一步，在量子力学中，
如果需要使相互作用具有局域性，势是必须的。当然，我们实际定义的可测
量量都需要通过对势进行运算得到。而由于所谓规范变换，势并不唯一。这
多出的自由度是使得模型更为简洁而付出的代价。同时也又一次说明可测量
量只是人对于世界的印象，是模型的约化。这种情形在量子力学中有更突出
的表现。

5.2 电磁波

在无源的自由空间中Maxwell方程组写为

∇ · E⃗ = 0 (5.32)

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t

(5.33)

∇ · B⃗ = 0 (5.34)

∇× B⃗ =
1

c2
∂E⃗

∂t
(5.35)

(5.36)

我们发现这组方程存在这样一个平面波解

E⃗ = E0x̂ cos(kz − ωt) (5.37)
B⃗ = B0ŷ cos(kz − ωt) (5.38)

(5.39)

λ = 2π
k
为波长。ω与k之间的关系（称为色散关系）待定。
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x

y

z

E

图 5.9:

可以证明平面波解满足Maxwell方程组。首先，∇ · E⃗ = ∂Ex

∂x
= 0， ∇ · B⃗ =

∂By

∂y
= 0。 有关电场旋度的方程

∇× E⃗ =

(
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
ŷ = −kE0 sin(kz − ωt) (5.40)

∂B⃗

∂t
= ωB0ŷ sin(kz − ωt) (5.41)

为了满足∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t
，要求

E0/B0 =
ω

k
(5.42)

再看有关磁场旋度的方程

∇× B⃗ =

(
∂Bz

∂y
− ∂By

∂z

)
x̂ = kB0 sin(kz − ωt)x̂ (5.43)

∂E⃗

∂t
= ωE0x̂ sin(kz − ωt) (5.44)

为了满足∇× B⃗ = 1
c2

∂E⃗
∂t
，要求

kB0 =
ωE0

c2
(5.45)

综合两个旋度方程的要求，得到

（1）ω = kc，ω和k之间满足线性色散关系（无色散）。

（2）波速为光速c。

（3）E⃗ ⊥ B⃗，E0 = cB0，传播方向+z，E⃗，B⃗同时达到极大。
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5.3 运动方程

推导运动方程的一般方法是去寻找一个相对论协变的形式。我们不打算介入
更多的张量计算，因此代之以一些特例来验证。在相对论中，我们仍然把力
定义为F⃗ = dp⃗/dt。在此定义下发现

F⃗ =
dp⃗
dt

= q(E⃗ + v⃗ × B⃗) (5.46)

符合相对论协变性，称为洛伦兹力。这个形式不再假定E⃗和B⃗分别来源于静
止电荷和稳恒电流，而将其推广到一般情形。这符合场的精神。在一个好的
模型中，一个电荷只与它当地的场相互作用，而不应该去管它是怎么产生
的。需要再一次强调的是在此我们做的是模型与相对论协变性相容的验证，
并不涉及任何新的实验事实。进一步实验验证将在之后几章中进行。下面通
过一些特例验证力q(E⃗ + v⃗ × B⃗)符合相对论协变性。

在S和S'两个参考系中力的定义为F⃗ = dp⃗/dt和F⃗ ′ = dp⃗ ′/dt′。纯粹利用洛伦兹
变换容易得到如下的力变换，其中u是粒子的速度。

F ′
x =

Fx − v
c2
(F⃗ · u⃗)

1− vux/c2
(5.47)

F ′
y =

Fy/γ

1− vux/c2
(5.48)

F ′
z =

Fz/γ

1− vux/c2
(5.49)

Fx =
F ′
x +

v
c2
(F⃗ ′ · u⃗′)

1 + vu′x/c
2

(5.50)

Fy =
F ′
y/γ

1 + vu′x/c
2

(5.51)

Fz =
F ′
z/γ

1 + vu′x/c
2

(5.52)

如图，我们来看两个点电荷之间的作用力。在S'系中，两电荷静止。q2受
到q1的力只有y分量，为

F ′
y =

1

4πϵ0

q1q2
a2

(5.53)

直接根据力的相对论变换得到S系中的力为

Fy =
F ′
y

γ
=

1

γ

1

4πϵ0

q1q2
a2

(5.54)
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另一方面，根据上一节得到的运动电荷q1在q2处的电场和磁场分别为

E⃗ =
γ

4πϵ0

q1
a2
ŷ, B⃗ =

v

c2
γ

4πϵ0

q1
a2
ẑ (5.55)

于是
F⃗ = q2(E⃗ + v⃗ × B⃗) =

1

γ

1

4πϵ0

q1q2
a2

(5.56)

与力直接的相对论变换得到完全相同的结果。这与F⃗ = q(E⃗ + v⃗ × B⃗)能保持
相对论协变性是一致的。

另一个例子。如图，一个运动的点电荷与一根线电荷之间的作用力。在S参
考系中，电荷只受到磁场力

F = qvB =
µ0

2π

qλvv0
ρ

(5.57)

在S'参考系中，电荷只受到电场力

F ′ = qE ′ =
µ0

2π

γqλvv0
ρ

= γF (5.58)

另一方面，直接根据力在y方向的相对论变换

F ′ =
F/γ

1− v2/c2
= γF (5.59)

得到相同结论。这体现了F⃗ = q(E⃗ + v⃗ × B⃗)的协变性。
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图 5.10:

在处理磁场的洛伦兹力时有一个有用的技巧，成为Larmor定理。它说的是，
均匀磁场对于电荷运动的影响可以通过变换到转动参考系消除。即，变换到
转动参考系这样一个非惯性系后，洛伦兹力不再出现。在实验室参考系中，
电荷受到的力为F⃗ +qv⃗×B⃗。F⃗为除洛伦兹力外的其他力，如将电子束缚在原
子核周围的静电库仑力。实验室参考系与转动参考系的速度满足如下关系，

v⃗ = v⃗rot + Ω⃗× r⃗ (5.60)
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Ω⃗为转动参考系的角速度。洛伦兹力可表示为

q(v⃗rot + Ω⃗× r⃗)× B⃗ (5.61)

转动参考系中的运动方程

ma⃗rot = F⃗ + qv⃗ × B⃗ − 2mΩ⃗× v⃗rot −mΩ⃗× (Ω⃗× r⃗) (5.62)

其中虚拟力的第一项为Coriolis力，第二项为离心力。将转动参考系的洛伦
兹力表达式代入，得到

ma⃗rot = F⃗ + qv⃗rot × B⃗ + qΩ⃗× r⃗ × B⃗ − 2mΩ⃗× v⃗rot −mΩ⃗× (Ω⃗× r⃗)

= F⃗ + v⃗rot × (qB⃗ + 2mΩ⃗) + (Ω⃗× r⃗)× (qB⃗ +mΩ⃗) (5.63)

如果取
Ω⃗ = − q

2m
B⃗ (5.64)

称为Larmor频率，并记为Ω⃗L，那么运动方程成为

ma⃗rot = F⃗ +mΩ⃗L × (Ω⃗L × r⃗) (5.65)

Larmor定理尤其有用的情形是上式右侧第二项比F⃗小得多的时候。这时在转
动参考系中，磁场完全可以忽略，并且有和实验室参考系完全相同的运动方
程。

5.4 法拉第电磁感应中的协变性

我们再来看法拉第电磁感应中体现的协变性。这主要表现在电场的定义中。

v

I

q

ρ

图 5.11:
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如图，一根中性导线中的电流为I。在S参考系中，电荷q受到的磁场力为

Fy =
µ0

2π

qvI

ρ
(5.66)

这是所谓动生电动势的来源。

在S'参考系中，导线向左以速度v运动。由于速度垂直于导线，所以没有洛
伦兹收缩，导线仍为中性，没有静电力。S'系中电荷静止，因此没有洛伦兹
力。但由相对论变换得知，电荷受到的力应为

F ′
y =

Fy/γ

1− v2/c2
= γFy =

µ0

2π

γqvI

ρ
(5.67)

这个力来源于

E⃗ = −∂A⃗
∂t

(5.68)

在S'中，由于导线的运动，空间中一点的矢量势是时间的函数。

A′ = −µ0I

2π
ln
ρ′

ρ′0
= −µ0I

2π
ln
ρ/γ

ρ′0
(5.69)

电场

E ′ = −∂A
∂t

=
µ0I

2π

γv

ρ
(5.70)

力为
µ0

2π

γqvI

ρ
(5.71)

与相对论变换得到的结果相同，这是所谓感生电动势的来源。

在Maxwell方程组中，感生电动势看上去来源于变化的磁场：∇ × E⃗ =
−∂B⃗/∂t。这通常被说成变化的磁场产生电场。类似地，第四个方程中的
所谓位移电流项也被说成是变化的电场产生磁场。然而，如果我们再来
看A和ϕ的场方程，就会发现方程的右边只有电流密度和电荷密度。势只能
产生于电荷。电场与磁场间存在某些关联，但并不是互相产生的关系而更像
是伴随的关系。这种关系已经蕴藏在了电荷和电流的分布中，并随着场的传
播而始终保持下来。

我们现在有了一组推广后的相对论协变性场方程和运动方程。但满足协变性
的推广并不是唯一的。目前这个模型的有效性仍然需要更多实验的证实。这
是之后几章的主要内容。
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5.5 电磁场的能量

一般地对电荷体系，我们可以写下能量守恒的形式。电荷总动能的变化率

dW

dt
=

∫
E⃗ · j⃗dr⃗ (5.72)

而E⃗ · j⃗ = 1
µ0
E⃗ · (∇× B⃗)− ϵ0E⃗ · ∂E⃗

∂t

由∇ · (E⃗ × B⃗) = B⃗ · (∇× E⃗)− E⃗ · (∇× B⃗)，并且∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t

得到 E⃗ · (∇× B⃗) = −B⃗ · ∂B⃗
∂t

−∇ · (E⃗ × B⃗)。于是

E⃗ · j⃗ = −1

2

∂

∂t

(
ϵ0E

2 +
1

µ0

B2

)
− 1

µ0

∇ · (E⃗ × B⃗) (5.73)

dW
dt

= − d
dt

∫
1

2

(
ϵ0E

2 +
1

µ0

B2

)
dr⃗ − 1

µ0

∮
(E⃗ × B⃗) · da⃗ (5.74)

可以将右边的第一项指认为场的能量密度，第二项为流出表面的能量。这
时一种最简单的方法，但并不唯一。事实上还没有实验来明确地将1

2
(ϵ0E

2 +
1
µ0
B2)认定是场的能量密度。 S⃗ = 1

µ0
(E⃗ × B⃗)称为Poynting矢量，代表能流密

度。
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6 导体的静电学

我们开始讨论宏观尺度下的物理。其原因有三个：一、对微观模型进行约化
得到对宏观现象的描述。这种描述的有效性可用于检验微观模型。二、宏观
尺度下会出现新的可观测现象。我们需要基于微观模型建立描述宏观可观测
量的模型。三、宏观物理的应用。

固体是原子的聚集体，往往形成晶体，是一种典型的宏观体系。一个固体在
整体上为电中性。固体中相邻原子的间距为原子半径量级。通常我们把一个
原子分为离子和价电子。离子上的电子紧密束缚在原子核周围，轨道半径很
小，称为芯电子，几乎对化学反应没有贡献。价电子为外层电子。原子半径
由价电子轨道决定。当两个原子相互接近到原子半径距离时，价电子间有较
强的相互作用，并可能在原子间迁移。但是价电子能否迁移还取决于是否
有能量相近的空轨道。例如钠原子的电子结构是1s22s22p63s1，3s是价电子轨
道。一个轨道上可以占据两个电子，因此3s电子可以在原子间迁移。又如镁
的电子结构为1s22s22p63s2。虽然3s轨道已经占了两个电子，但是处于晶体中
的Mg原子的3s轨道和3p轨道在能量上有重叠，因此仍然是导体。我们把这
样的固体称为导体，否则称为介电体（绝缘体）。例如，碳原子在形成金刚
石的时候，每个碳原子都与周围另外四个碳原子形成共价键。每个共价键上
占据两个电子，因此没有可以供电子迁移的空轨道，金刚石是绝缘体。又例
如NaCl，Na+离子和Cl−离子的电子结构分别1s22s22p6和1s22s22p63s23p6。每
个轨道上都占据了两个电子，因此为绝缘体。为绝缘体中的电子也可以迁移
到更高能量的轨道上，条件是很高温度或很强电场（称为击穿）。在低温和
弱场极限下，绝缘体的电阻趋于无穷大，而导体趋于一个有限值。一个均匀
导体中的任何电场都会引起电子的迁移。

固体可以和其他电荷相互作用。这些其他电荷我们统称为外部电荷，尽管在
空间上这些电荷有可能处于固体内部。一个固体在微观上由原子组成，而我
们要关注的是宏观场（也称为长波近似）。我们所关心的问题都有两个明确
的空间尺度：其一是Å量级的原子尺度，场和电荷的分布在空间上有剧烈变
化。其二是电场中除尺度为Å量级的涨落之外的宏观分量。这个宏观分量可
以由外部电荷产生，如各种产生电磁波的源，其特征长度（如波长）要远大
于原子尺度。宏观分量也可以由固体本身的电荷产生，如导体中的静电感
应、电介质中的极化，具有长的特征长度（长波长）。我们的讨论不适用于
短波长电磁波（如X射线）与固体的相互作用。

测量仪器的测量结果是对微观物理量的平均。依赖于我们关心的物理，这个
平均可以在不同的尺度下进行。例如，在讨论一个在几百纳米尺度上有明显
变化的物理量，我们就可以选择一个若干纳米的尺度对微观进行平均。这样
的尺度既足够大可以消除Å量级原子尺度上的剧烈涨落而又足够小而反映更
大尺度上的变化。由此我们可以得到宏观电磁学的有效模型。在更大的尺度
上，我们还可以将系统划分成分立的元件，即电路模型，这时电磁振荡的波
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图 6.1:

长要远大于系统。而当波长远小于系统线度时，我们又会得到另一个层次的
有效模型，例如几何光学。

在我们将讨论的宏观电磁学中，平均都是对一个宏观小微观大的体积进行
的。这个体积的线度要远大于原子尺度，但又远小于宏观场的特征长度。对
点电荷进行平均后，电荷密度和电流密度都可以看做空间的连续函数。以下
讨论中的宏观电场记为 ⃗̄E。采用同样记号的还有磁场、势、电荷密度。电流
密度的宏观分量记为J⃗。

宏观的物理中，力更直接。因此我们将主要使用E⃗和B⃗，并假设它们不随时
间变化。于是ρ和j⃗也不是时间的函数。Maxwell方程组成为

∇ · E⃗ =
ρ

ϵ0
(6.1)

∇× E⃗ = 0 (6.2)
∇ · B⃗ = 0 (6.3)
∇× B⃗ = µ0j⃗ (6.4)

进行空间平均后，方程变为

∇ · ⃗̄E =
ρ̄

ϵ0
(6.5)

∇× ⃗̄E = 0 (6.6)

∇ · ⃗̄B = 0 (6.7)

∇× ⃗̄B = µ0J⃗ (6.8)

本章只讨论前两个方程，称为静电学。导体中的价电子在外场作用下会移
动，产生电流。而介电体中，价电子不能迁移，但是可以产生极化。在本章
我们讨论前者。

6.1 电子的流动

处于热力学平衡的系统不会有宏观的流。否则这个流会逐渐将能量耗散
到微观自由度上而消失。摩擦力、粘滞力等都指的是这种耗散机制。在导



6.1. 电子的流动 63

体中，如果宏观电场不为零，导体中电子在电场作用下会产生宏观的定向
运动，即电流。这时导体处于热力学非平衡态。一般地，J⃗是 ⃗̄E的函数，并
且 ⃗̄E = 0时J⃗ = 0。于是我们可以进行泰勒展开。假设导体各向同性，取最低
阶非零项

J⃗ = σ ⃗̄E (6.9)

这个唯像关系称为欧姆定律，σ称为电导率，依赖于材料。

在有电流流过导体时，组成电流的每一个电子都会通过非弹性过程而损失能
量，称为焦耳热，其功率为

dW

dt
=

d

dt

∑
qi
⃗̄E(r⃗) · r⃗i =

∑
qi
⃗̄E(r⃗) · v⃗i =

∫
J⃗ · ⃗̄E dr⃗ (6.10)

功率密度为J⃗ · ⃗̄E。当欧姆定律成立时，功率为J2/σ，这个能量耗散到导体
中，成为热运动的能量。

能够很好用欧姆定律描述的情形称为欧姆输运。如图，对于处于欧姆输运区
的导体，一个一般的问题是接上若干处于一定电压的电极求出导体内部的电
场分布，并进而得到各处的电荷密度和电流密度。

φ
1

φ
2

φ
3

φ
4

 ∂φ /∂n=0

图 6.2:

一般地，我们需要电场的散度和旋度两个方程来求出电场。但是对于目前这
个问题，电荷密度未知，因此只能用上∇ × ⃗̄E = 0这一个方程。为了得到散
度的方程，需要用到电荷守恒和欧姆定律。静电学条件下，电场和电流都不
是时间的函数。不随时间变化的电流称为稳恒电流。此时ρ̄和J⃗都不随时间变
化。由连续性方程∂ρ̄/∂t + ∇ · J⃗ = 0，可知∇ · J⃗ = 0。同时欧姆定律又给
出J⃗ = σ ⃗̄E 。于是，

∇ · (σ ⃗̄E) = 0 (6.11)

即σ∇ · ⃗̄E + ⃗̄E · ∇σ = 0。



64 6. 导体的静电学

如果σ不均匀，则∇ · ⃗̄E ̸= 0，空间会有电荷积累。对于均匀导体，∇σ = 0，
于是∇ · ⃗̄E = 0，导体内部无电荷积累。这样我们就有了用于求导体内宏观电
场分布的两个方程 {

∇ · ⃗̄E = 0 (6.12)

∇× ⃗̄E = 0 (6.13)

导体内宏观电荷密度处处为零。非零的电荷密度只出现在表面上。

定义电势： ⃗̄E = −∇ϕ̄，有∇2ϕ̄ = 0。这样问题就转化为在一定边界条件
下解方程 ∇2ϕ̄ = 0。其中一部分表面的边界条件为给定的外电势，通过
施加了电压的电极实现。没有电极的导体表面处可以这样处理：在表面外
侧J⃗ = 0，而∇ · J⃗ = 0，所以在表面内侧有n̂ · J⃗ = 0，n̂由导体指向外。这意
味着 n̂ · ∇ϕ̄ = 0，即在表面上∂ϕ̄

∂n
= 0。于是就有了如图所示的边界条件。数

学上可以证明，在如此边界条件下，∇2ϕ̄ = 0有唯一解，进而得到 ⃗̄E和J⃗。

对于只有两个电极的情形，设两个电极的电势分别为ϕ1和ϕ2。定义电阻R =
|ϕ1−ϕ2|

I
，其中 I = |

∫
J⃗ · dS⃗| = |

∫
σ ⃗̄E· dS⃗| = |−σ

∫
∇ϕ̄· dS⃗| = σ|

∫
∂ϕ̄
∂n
dS|，S紧

邻一个电极的表面。I是从一个电极流入或流出的电流。解出ϕ̄后代入上式即
可得到I，从而得到R。由于方程的线性性质，R为一常量，并由电导率、导
体几何形状、电极的几何形状和位置决定。一个简单的情形：

 S

 l

 I
φ
1 φ

2
|φ
1
-φ

2
|=V

图 6.3:

假设体内电流密度均匀，这是个合理的假设。如果如下图上下两边J不同，
那么Ē就会不同，于是∇× ⃗̄E ̸= 0。

图 6.4:

再假设如图的电子注入方式，这样 ∂ϕ̄
∂n

= V
l
，于是 I = σ V S

l
，得到 R = l

σS
。
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P

图 6.5:

导体内部存在驱动电荷运动的宏观电场，但宏观电荷密度为零。因此产生这
个电场的电荷不在导体内部，只能存在于导体表面上。如图，对于一个载有
稳恒电流的导体，表面上存在非零的电荷密度。其产生的电场在导体内部紧
邻表面处只有切向分量，因为这里的J⃗平行于表面。
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图 6.6:

静电力无法提供耗散的能量，因为∇ × ⃗̄E = 0。在一电路中必存在一些位置
可以提供这个能量，例如电池等，其两端的电势差称为电动势（严格地讲应
该在开路状态下），记为E，E = IR。

四种基本相互作用中，人类日常生活用的最多的是电磁作用。其基本用途
有两类：做功和信息传递。做功主要是静电力。但由于

∮
E⃗ · d⃗l = 0，为了

做功，需要引入非静电力。这部分非静电力对电荷做的功称为电动势，例如
Lorentz力、光激发、化学发应（虽然看似静电力，但化学反应总是涉及到
电荷的快速转移）等等。这些非静电力做的功可以是集总的（如电池），也
可以是分布式的（如Lorentz力）。但总之，当电荷完成了一个回路的循环
后，非静电力做的功为

∮
F⃗ · d⃗l。电动势定义为E =

∮
F⃗ · d⃗l/q。

6.2 热力学平衡态的导体

如果均匀导体内部宏观电场（电荷密度）不为零，那么在电场作用下出现
的电流会迅速地实现地电荷密度降为零。这个时间尺度在10−15 s。一种估
计电子响应时间的方式如下：由欧姆定律、高斯定律、连续性方程：J⃗ =

σ ⃗̄E，∇ · ⃗̄E = ρ
ϵ0
，∇ · J⃗ + ∂ρ

∂t
，得出∂ρ

∂t
+ σ

ϵ0
ρ = 0，解为ρ = ρ0e

−t/(ϵ0/σ)，弛豫
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时间为ϵ0/σ。对于良导体σ ∼ 107 Ω−1m−1，这个时间∼ 10−18 s。这个时间过
短。原因是在这个尺度下，欧姆定律不再适用。欧姆定律来源于导体中电子
与缺陷等的散射，只有外场的特征时间内已经发生了多次散射，欧姆定律才
成立。通常散射时间为10−14 − 10−15 s，这时欧姆定律不再适用。

处于热力学平衡状态的均匀导体无宏观电流，因而内部的宏观电场为零、宏
观电势处处相等。一个不均匀的导体（如两种金属的异质结），其内部可以
存在不导致电流的宏观电场，如界面上的内建电场。这是由于电子运动的驱
动力除电场外还有化学势。当二者达到平衡时，一般宏观电场不会为零。我
们只讨论处于热力学平衡态的均匀导体。虽然其内部的宏观电场为零，但微
观上的电场有着剧烈的空间涨落。

由于导体内部∇ · ⃗̄E = 0，因而宏观的电荷密度ρ̄也必须处处为零。但导体与
真空的界面附近为非均匀区，没有理由要求电场为零，因此可以有非零的宏
观电荷密度。这个界面区在导体内表面一侧的厚度通常有若干个原子层，
其电荷分布可以用宏观面电荷密度σ̄表示。于是，如果导体上没有过剩电荷
（过剩电荷属于外部电荷），则导体表面上分布的电荷总量应为零，否则应
等于过剩电荷的总量。没有过剩电荷的导体并不意味着表面的宏观电荷密度
处处为零。只有如球形、无限大平面这些对称性高的形状，无过剩电荷才会
意味着宏观面电荷密度处处为零。这些导体表面上的电荷和导体之外的电荷
共同决定电场的空间分布。尤其是对于导体之外固定的电荷分布，导体表面
上的宏观面电荷密度总是调整得使导体内部宏观电场为零。外场诱导导体表
面电荷的现象称为静电感应。

在导体的外表面，微观上的电场涨落在几个纳米远的地方变得可以忽略不
计，电场由导体表面上连续的宏观面电荷密度和导体之外的电荷决定。 导
体外表面的宏观电场必须垂直于表面，表面外侧为等势面，否则切向的宏观
电场分量会引起宏观面电荷的重新分布。在表面一个局部的位置取一个高斯
面，其上下面平行于表面并分别位于导体的外侧和内侧，侧面垂直于表面。
导体外侧宏观电场为Ē，内侧电场为0。利用高斯定理得到Ē = σ/ϵ0。于是
表面上总的电荷量为Q =

∫
σ da = ϵ0

∫ ⃗̄E · da⃗ = −ϵ0
∫
∇ϕ̄ · da⃗。

如果导体内部有空洞，则其内表面上不会有过剩电荷（过剩电荷仅存在于外
表面），空洞内等势，证明如下。假如空洞内不等势，设紧邻导体内表面外
侧的电势为V1，空洞内一等势面的电势为V2。如果V1 ̸= V2，那么必有电场
存在于两个面之间，且电场指向一致。这样一个高斯面上的电场积分不再
为0，这与空洞内没有电荷矛盾。空洞内等势也就意味着内表面上无过剩电
荷。这种称为静电屏蔽效应的行为意味着一个内部有空洞的导体，其外表面
上电荷的分布会使得空洞内的电场为0，而不受外部的电场影响。外部的电
场会被导体外表面电荷所抵消。此外内表面不仅总电荷为0，而且面电荷密
度处处为0，否则就会在空洞中出现电场。如果空洞中有电荷，电量为Q，则
内表面会诱导出同样大小的但符号相反的电量−Q，外表面诱导电荷Q，总
的电荷分布使得导体内宏观电场为0。
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可以对静电屏蔽作一个简单的估计。假如电场强度为1 V/µm，即106 V/m。
这时，诱导的表面电荷密度为∼ 10−11 × 106 ∼ 10−5 C/m2，即1010个电子每
平方厘米。对于一个厚度为1 µm的导体，体电荷密度∼ 1023 cm−3，折合到单
位面积上为1019 cm−2。于是诱导电荷仅占很小部分，但对于很薄的导体，并
且自身的电子密度比较低时，情形会很不同。

6.3 库伦定律的实验验证

有了宏观导体的静电学性质，我们就可以做实验来检验场方程。具有相对论
协变性的场方程可以有无数种选择。一种偏离现有模型但又足够简单并满足
相对论协变性的可能形式是

∇2ϕ− 1

c2
∂2ϕ

∂t2
− µ2

γϕ = −ρ/ϵ0 (6.14)

∇2A⃗− 1

c2
∂2A⃗

∂t2
− µ2

γA⃗ = −µ0j⃗ (6.15)

µγ是否小到可以忽略不计还需要实验来判断。如果只关心静电场，那么一个
点电荷q的电场和电势分别为

ϕ(r) =
1

4πϵ0

q

r
e−µγr (6.16)

E(r) =
q

4πϵ0

(
1

r2
+
µγ

r

)
e−µγr (6.17)

如果µγ ̸= 0，那么前面基于库伦定律的讨论，如静电屏蔽等，都会出现与实
验的偏差。目前的实验结果表明µ−1

γ > 108 m，即在远小于108 m的尺度上，
库伦定律非常准确。
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7 介电体

我们的出发点仍然是

∇ · ⃗̄E =
ρ̄

ϵ0
(7.1)

∇× ⃗̄E = 0 (7.2)
(7.3)

对于处在热力学平衡态的均匀导体，我们发现体内ρ̄ = 0。现在我们来关注
处在热力学平衡态的介电体应如何处理ρ̄这个量。有了ρ̄就可以全面了解宏观
电场。

7.1 多极展开

对于介电体中的电磁现象，相互作用发生原子分子尺度上。因此需要我们首
先研究一个微观单元上的物理，然后再进行平均。作为最简单的一个方案，
我们要求微观上在划分单元时，每个单元（如原子分子）都为电中性。这样
做的好处是电中性体系电势的展开式中总电荷一项的贡献为零，最低阶为偶
极项，即使在外场作用下总电荷项仍然保持为零。这有利于问题的简化。在
将系统划分为电中性微观单元时，我们会碰到一些困难，例如共价晶体和离
子晶体的情形。前者电子的运动非常离域，因此划分单元的界线很任意。后
者在选择哪些离子构成一个电中性单元时具有任意性。这些任意性都需要
更复杂的模型来处理。我们仅讨论一些简单的情形，要求系统在微观上能自
然、明确地划分为电中性的组成单元。例如，冰可以看作由比较孤立的水分
子组成，而每个电子又都局域在其所属的分子上运动。这样将每个水分子看
作一个基本单元就是一个自然、合理的选择。

105°

O

H H

0.
96

 Å

图 7.1:

原子或分子均为电中性。但其电场并不一定为零。对于一个电荷分布，当测
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量电场的位置到电荷的距离远远大于电荷分布的线度时，可以用一系列参量
来刻画这个电荷分布在远处产生的场。

Q

-Q

l/2

l/2

θ

r
1

r
2

r

图 7.2:

如图两个电荷Q和−Q的情形，体系为中性。当r >> l时，

ϕ =
1

4πϵ0

Q

r1
− 1

4πϵ0

Q

r2

≈ Q

4πϵ0

(
1

r − l cos θ
2

− 1

r + l cos θ
2

)

=
Q

4πϵ0

(
1

1− l cos θ
2r

− 1

1 + l cos θ
2r

)

≈ Q

4πϵ0r

((
1 +

l cos θ
2r

)
−
(
1− l cos θ

2r

))
=

Q

4πϵ0r

l cos θ
r

=
Ql cos θ
4πϵ0r2

(7.4)

定义p = Ql为电偶极矩，于是ϕ = p cos θ
4πϵ0r2

。p给出了电荷分布的一些细节，依
赖于Q和l的乘积。一个理想的电偶极子是取l → 0，而保持Ql不变。一个电
偶极子的电势对距离的依赖关系是 1

r2
，比单电荷的场的衰减要快。电偶极子

的场具有方向依赖性。
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Q

-Q

图 7.3:

E⃗ = −∇ϕ (7.5)

= −r̂ ∂
∂r

(
p cos θ
4πϵ0r2

)
− θ̂

1

r

∂

∂θ

(
p cos θ
4πϵ0r2

)
(7.6)

=
p

4πϵ0r3
(2 cos θr̂ + sin θθ̂) (7.7)

电偶极矩对于电中性的电荷分布是首要重要的项。如在Taylor展开中保留更
高阶，则可以得四极矩、八极矩等等。但这些参量对应的电场在距离上比偶
极矩的衰减要快。

r

r′

R

图 7.4:

如图，一般地

ϕ =
1

4πϵ0

∫
ρ(r⃗)

R
dr⃗ (7.8)

R = (r2 + r′2 − 2rr′ cos θ)1/2 (7.9)

1

R
=

1

r

(
1 +

(
r′2

r2
− 2r′

r
cos θ

))−1/2

(7.10)
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=
1

r

(
1 +

r′

r
cos θ +

(
r′

r

)2
(3 cos2 θ − 1)

2
+O

((
r′

r

)3
))

(7.11)

ϕ =
1

4πϵ0

(
1

r

∫
ρ dr⃗ +

1

r2

∫
r′ cos θρ dr⃗′ +

1

r3

∫
r′2

3 cos2 θ − 1

2
ρ dr⃗′ + · · ·

)
(7.12)

称为多极展开。在远处电势主要由展开中第一个非零项决定。例如中性体
系，最重要的项是偶极项等。如图四个电荷的体系，偶极项为0，第一个非
零项是四极矩。高阶矩刻画了电荷分布更多的细节。

Q

-Q

Q

-Q

图 7.5:

电偶极矩的电势

ϕ =
1

4πϵ0r2

∫
r′ cos θρ dr⃗′ (7.13)

=
1

4πϵ0r2

∫
r̂ · r⃗′ρ dr⃗′ (7.14)

=
r̂

4πϵ0r2
·
∫
r⃗′ρ dr⃗′ (7.15)

记
∫
r⃗′ρ dr⃗′ = p⃗为偶极矩，那么

ϕ(r⃗) =
r̂ · p⃗

4πϵ0r2
(7.16)

电场

Er =
p

2πϵ0r3
cos θ (7.17)

Eθ =
p

4πϵ0r3
sin θ (7.18)

偶极场适用于距离远大于电荷系统线度的情况。在距离电荷近的地方，高极
矩开始有明显的贡献。

可以证明在电场中一个偶极子受到的力矩是

N⃗ = p⃗× E⃗ (7.19)
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如果电场不均匀，偶极子会受力，可以证明力的大小是

F⃗ = (p⃗ · ∇)E⃗ (7.20)

每个原子或分子都看做是一个电荷的分布，它产生的电势为

ϕ(r⃗) =
1

4πϵ0

(
p⃗ · r⃗
r3

+
∑
ij

Qij
3rirj − r2δij

r5
+ · · ·

)
(7.21)

电中性使得没有1/r项，p⃗为偶极矩，Qij为四极矩，等等

一个分子可以有永久偶极矩，也可以被电场诱导出偶极矩。极性分子具有永
久的偶极矩，如水分子。两个O−H键成105◦角，成键后电子会从H向O转
移，使得O带负电，H带正电。p = 6.13 × 10−30 C ·m，相当于一个电子偏
离正电荷约0.4 Å。其它的常见的极性分子有CO, NH3, CH3OH, HCl等等。
极性分子在电场中优先沿电场方向取向。热运动会影响极性分子其沿外场
方向的排列。一般地，分子取向的几率由Boltzmann因子exp (pE cos θ/kBT )决
定，θ为分子偶极矩与电场的夹角。p是分子的永久偶极矩。通常的电场强度
下，比如103 ∼ 106 V/m，pE ≲ 1 meV，而室温下kBT ∼ 25 meV。这样可以
对Boltzmamn因子进行Taylor展开

epE cos θ/kBT = 1 +
pE

kBT
cos θ (7.22)

对角度进行平均，并归一化后得到

⟨p⟩ =

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

(1 +
pE

kBT
cos θ)p cos θ sin θ dθ/4π (7.23)

=
p2E

3kBT
(7.24)

反比于温度。上述讨论中假定了静电场。事实上，在相当大的频率范围内，
这仍然适用，但偶极矩会依赖于外场的频率。在高频时对偶极矩贡献将以下
面讨论的诱导偶极矩为主。这个转变发生在GHz∼THz附近，是分子转动的
特征频率。

另一个情形是一个原子或分子可以被外电场极化，从而产生多极矩。无论极
性或非极性分子，都会被外场诱导产生极化。可以做如下的估计。 a为原子
的特征尺寸，原子核施加在电子上的电场为 e

4πϵ0a2
。外场为E，使得电子的运

动产生变形，其大小为∆z
a

∼ E
e/4πϵ0a2

。最低阶的多极矩即偶极矩为 p = e∆z ∼
4πϵ0a

3E。一般地，在最低阶近似下 p⃗ = αE⃗，α称为原子极化率。例如氢原
子α/4πϵ0 = 0.66× 10−30 m3。CH4分子α/4πϵ0 = 2.6× 10−30 m3。电场极化导
致的多极矩往往要远小于极性分子固有的多极矩。例如 E = 106 V/m，在非
极性原子中诱导的偶极矩仅为10−34 C ·m。
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在此需要交待一下为什么要做多级展开。一个电荷密度分布已经给出了完整
的信息，多级展开不过是将这个分布参数化。我们有了两套等价的语言来描
述同一个电荷分布：或者用电荷密度或者用多级展开的系数。这有些类似傅
立叶变换，对于同一个事件既可以用时域空间也可以用频域空间来表示。两
种描述方法完全等价，包含相同的信息。但是如此参数化的好处是不同层级
的参数会与外场有不同的相互作用，方便系统地研究外场对一个电荷体系的
影响。例如上面分子的例子。如果直接使用电荷密度，我们无法抽象出一个
简单的图像。而一旦进行多级展开，我们就对外电场的影响有了一个直观的
把握。需要时还可以将这个影响还原到电荷密度分布。这也与傅立叶变换类
似，有的时候在频域中的操作有更明确的意义，如滤波。

7.2 介电体中的极化

一个中性的介电体由原子、分子组成，没有自由运动的电子。作为空间位置
函数的电荷密度在原子尺度上剧烈涨落。如果关注的是宏观场，就需要对这
种涨落进行平均。我们将讨论这样一类简单的情形：介电体的宏观场完全来
源于外场的诱导，这个外场也具有宏观特征，如长波长的电磁波。在没有外
场时，介电体中电荷密度的宏观平均为零，对宏观场的没有贡献。外场会在
介电体中诱导出非零的宏观电荷密度。这个诱导出来电荷密度叠加在微观的
电荷密度之上，但具有与外场同样的长波长特征，并产生一个叠加在外场上
的电场。做平均的一个很直接的方法是进行粗粒化。我们可以把介电体划分
成为微观大宏观小的体积元。每个体积元的总电荷保持为零。电荷密度是总
电荷除以体积，也为零。这种划分方法对于很多简单的体系容易实现，例如
每个体积元中都包含大量的完整的分子。一旦确定了一种划分方法，在施加
外场时也要始终保持下来。否则，不同外场下的宏观电荷密度就无法比较。
采取这样的方案后，施加的外场就会产生一个分布在空间中的宏观电荷密
度ρ̄(r⃗)，这个电荷密度在外场为零时也为零。这意味着我们利用平均消除了
本底的电荷密度，而只去关心外场产生的变化。

我们面临的一般问题是给定一个介电体和外场 ⃗̄Eext(r⃗)，求总电场 ⃗̄E(r⃗) =
⃗̄Eext(r⃗) +

⃗̄Eind(r⃗)，其中 ⃗̄Eind是经外场 ⃗̄Eext诱导的由介电体自身产生的电场。
已知的方程是∇ · ⃗̄E = ρ̄/ϵ0。而ρ̄ = ρ̄ext + ρ̄ind，其中ρ̄ext给定。如果我们能够
建立ρ̄ind对 ⃗̄E的依赖关系，那么原则上就可以得到方程的解。建立这个关系
需要使用一个称为电偶极矩密度的量p⃗dip作为桥梁。

正如上一节讨论的，电荷密度和多级矩是描述一个电荷体系的两套等价语
言。出现在需要解的微分方程∇ · ⃗̄E = ρ̄/ϵ0中的是电荷密度。但是方便描述
电场与分子体系相互作用的语言是多级矩。因此，我们首先还是来研究外场
诱导的多级矩变化，然后再还原成电荷密度。这有些像滤波：先将时域信号
变换到频域，在频域空间进行滤波，然后再变换回到时域。
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为简单起见，只考虑偶极矩。定义电偶极矩密度为p⃗dip =
∑
p⃗i/V，这是

一个宏观量，V是进行平均的小体积。我们已经设定无外场时ρ̄(r⃗)为零，因
此p⃗dip也为零。为了得到ρ̄ind对 ⃗̄E的依赖关系，现在需要解决两个问题：p⃗dip与 ⃗̄E的
关系；p⃗dip与ρ̄(r⃗)的关系。对于前者，可以做唯像处理。对于弱场，有线性关
系

p⃗dip(r⃗) =

∫
α(r⃗, r⃗ ′) ⃗̄E(r⃗ ′)dr⃗ ′ (7.25)

这个线性关系可保证 ⃗̄E为零时p⃗dip也为零。一般地，p⃗dip和 ⃗̄E有上述的非局域
关系，原因是产生p⃗dip的来源不仅是外场，介电体内其他地方被极化后产生
的场也有贡献。但是事实上，人们发现这种非局域效应往往很弱。因此，上
述关系常常简化为局域的形式

p⃗dip = χeϵ0
⃗̄E (7.26)

χe称为电极化率，是一唯像无量纲量，依赖于具体物质。对于真空χe = 0。
上式也许更自然的写法是用 ⃗̄Eext代替 ⃗̄E。但是，在弱场近似下 ⃗̄E线性依赖
于 ⃗̄Eext，所以就直接写成了p⃗dip与 ⃗̄E的关系。当外场较强时，p⃗dip和 ⃗̄E之间的
关系不再线性，具体关系还需要由实验确定，一般写为

p⃗dip = p⃗dip(
⃗̄E) (7.27)

(x-∆x, y, z)

∆x
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z

, y, z), y, z), y, z), y, z), y, z), y, z), y, z), y, z), y, z), y, z)
(x, y, z)

∆x
∆y

∆z

pdip,x

图 7.6:

下面再解决第二个问题：把p⃗dip还原为ρ̄。如图，以(x, y, z)和(x −∆x, y, z)为
中心的两个长方体是为得到相应位置宏观量进行平均时使用的体积元。当
电偶极矩密度的x分量从零变为p⃗dip,x时，我们来求(x, y, z)这个体积元中电
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荷量的变化。假设p⃗dip,x沿正x方向。(x, y, z)这个体积元中由极化的x分量引
起的电荷量变化有两个来源：一个是极化后移出这个体积元的电荷，一个
是极化后从左边那个体积元移入的电荷。先求前者。(x, y, z)这个体积元总
偶极矩的x分量是p⃗dip,x(x, y, z)∆x∆y∆z。这个非零的偶极矩可以看做是这个
体积元中正电荷整体向x的正向发生了移动。移出的电荷Q−乘以∆x应该等
于总偶极矩的x分量p⃗dip,x(x, y, z)∆x∆y∆z，所以Q− = p⃗dip,x(x, y, z)∆y∆z。
再求从左边移入的电荷Q+。Q+乘以∆x等于(x − ∆x, y, z)处总偶极矩的x分
量p⃗dip,x(x−∆x, y, z)∆x∆y∆z。因此Q+ = p⃗dip,x(x−∆x, y, z)∆y∆z。于是，
在(x, y, z)这个体积元中由p⃗dip,x贡献的电荷密度为

ρ̄ind,x(x, y, z) =
Q+ −Q−

∆x∆y∆z
=
p⃗dip,x(x−∆x, y, z)− p⃗dip,x(x, y, z)

∆x
= −∂p⃗dip,x

∂x
(7.28)

再考虑y和z分量，得到总电荷密度为

ρ̄ind = −∇ · p⃗dip (7.29)

如果在介电体内电偶极矩密度均匀，则∇ · p⃗dip = 0，各个偶极矩首尾相接，
没有电荷的积累。当p⃗dip出现不均匀时，有可能出现电荷积累，产生如上的
极化电荷密度。
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图 7.7:

将诱导的电荷密度代入到∇ · ⃗̄E = (ρ̄ext + ρ̄ind)/ϵ0有

ϵ0∇ · ⃗̄E = ρ̄ext −∇ · p⃗dip (7.30)

即
∇ · (ϵ0 ⃗̄E + p⃗dip) = ρ̄ext (7.31)

已知了p⃗dip与 ⃗̄E的唯像关系，原则上就可以定出电场。尤其是如果p⃗dip =

χeϵ0
⃗̄E，会有

∇ · ((1 + χe)ϵ0
⃗̄E) = ρ̄ext (7.32)
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定义ϵr = 1 + χe，称为相对介电常数。

∇ · (ϵrϵ0 ⃗̄E) = ρext (7.33)

对于真空ϵr = 1。令ϵ = ϵ0ϵr，

∇ · (ϵ ⃗̄E) = ρext (7.34)

已知外部电荷分布，上式与∇× ⃗̄E = 0一起就可以定出电场。

如果均匀介质充满全空间，那么上式意味着介质的屏蔽作用相当于将外电
荷削减了ϵr倍。例如充满全空间电介质中的一个点电荷q。这个点电荷为外
部电荷。由于外部的介质均匀分布，所以电场为径向，由 ∇ · ⃗̄E = ρ̄ext

ϵ
可知

Ē = 1
4πϵ

q
r2
。比没有介质时小。这是因为在q处会诱导出极化电荷，其大小

为 ϵ−1
ϵ
q。极化电荷仅存在于点电荷q处，并将其部分屏蔽。
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图 7.8:

不均匀的ϵ会带来复杂性。考虑一个相对简单的情形：一块均匀的介电体，
外面是真空，假设外电荷都在真空中。在边界上，ρ̄ind = −∇ · p⃗dip中由于电
极化密度的突变，微分运算会带来奇点。一个简单的处理办法是对边界上的
一个小体积进行积分以消除奇点。如图，柱状体积dV的高度很小，截面积
为a。

n̂

a

图 7.9:
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这个体积内的电荷量为∫
−∇ · p⃗dipdV = −

∮
p⃗dip · dS = (p⃗dip · n̂)a (7.35)

于是，在界面上可以将体电荷密度转化为面电荷密度，大小为σ̄ = p⃗dip · n̂。
对于一维的情形，面密度可以由下图来理解。图中中间的电荷相互抵消，只
留下两个端点有非零的电荷。

+-+-+-+- ⋯⋯
图 7.10:

由于面电荷密度的存在，在两个介电体的边界上电场的法线分量不再连续，
而是代之以(ϵ2

⃗̄E2 − ϵ1
⃗̄E1) · n̂ = 0。而同时由于∇ × ⃗̄E = 0，电场的切线分量

仍然连续：( ⃗̄E2 − ⃗̄E1)× n̂ = 0。

一个简单的例子。上下两块金属极板面电荷密度为σ和−σ。无介质时，电场
为 σ

ϵ0
。当极板间充满介电常数为ϵ的介电体时，介电体被均匀极化。

Ēext =
σ

ϵ0
(7.36)

介电体内没有极化电荷，极化电荷σ′ = p存在于表面上。这时，Ēind =
−σ′

ϵ0
，Ē = Ēext + Ēind = σ−σ′

ϵ0
= σ−p

ϵ0
。而另一方面，p = (ϵ − ϵ0)Ē，于是

Ē = σ
ϵ
。

E

σ

σ′

-σ′

-σ

p

图 7.11:

到目前为止只讨论了偶极矩。事实上，类似可以证明电四极矩密度p⃗quad也对
应一个电荷密度来对宏观电势产生贡献，而其在表面上的贡献为一电偶极子
层的面密度。一般地，可以定义一个物理量，称为极化强度矢量P⃗ :

P⃗ = p⃗dip −∇ · p⃗quad + · · · (7.37)
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极化强度矢量不仅包括偶极矩，也要包含各阶高阶极矩的贡献。可以证明
与P⃗对应的电荷密度为−∇ · P⃗。于是Maxwell方程组中的∇ · ⃗̄E = ρ̄

ϵ0
可以写为

∇ · (ϵ0 ⃗̄E + P⃗ ) = ρ̄ext (7.38)

唯像地，对于线性介质，
P⃗ = χeϵ0

⃗̄E (7.39)

以上两式再加上∇× ⃗̄E = 0，就可以完全描述宏观静电场。

由于历史原因，电磁学中还引入了一个辅助量D⃗，称为电位移矢量，D⃗ =

ϵ0
⃗̄E + P⃗。

∇ · D⃗ = ρ̄ext (7.40)

对于线性均匀介质，D⃗ = ϵ ⃗̄E。D⃗的引入不是必须的。

7.3 介电体的能量

在没有外场极化介电体时，微观场对应的是晶体的内聚能（结合能）。这个
能量唯像地可以用弹性能表达，是内能的一部分。外场极化介质需要对介质
做功。这部分功用于克服内聚能来产生电荷的重新分布。改变 ⃗̄E会导致极化
电荷的流动。电荷连续性方程∂ρ̄

∂t
+∇·J⃗ = 0，而ρ̄ = −∇·P⃗，所以有J⃗ = ∂P⃗

∂t
。

由于∂P⃗
∂t

= 0时J⃗ = 0，因此去掉了任意项。

电场对晶体内参与形成极化电荷所做功的功率为ρ ⃗̄E · v⃗ = J⃗ · ⃗̄E， ⃗̄E包括外电
场和偶极子的场。这部分功用于改变极化电荷的动能和势能。由此导致的介
电体内能密度up的变化率为

∂up
∂t

= J⃗ · ⃗̄E = ⃗̄E · ∂P⃗
∂t

(7.41)

从而dup =
⃗̄E · dP⃗

这是极化后电介质内能的变化，这个能量中不包含外场的能量。
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8 磁介质

现在来讨论关于静磁场的两个方程

∇ · ⃗̄B = 0 (8.1)

∇× ⃗̄B = µ0J⃗ (8.2)

与介电体类似，有外磁场作用下，物质会产生响应，其结果往往是产生感生
的磁场。我们将关注的是总磁场

⃗̄B = ⃗̄Bext +
⃗̄Bself (8.3)

这里用的是 ⃗̄Bself，而不是 ⃗̄Bind。原因是很多物质，如铁磁体，即使没有外磁
场磁化其自身也会产生磁场。

首先来看微观上物质对磁场的响应。磁场来源于电流。这个电流可以是各种
各样的电荷的运动行为，如金属中电子的定向流动、原子中电子的轨道运动
等。后者可以看做一个磁偶极子。磁场对运动的电荷施加作用力，从而与物
质相互作用。在此，我们只关心电子做局域运动的情形。

8.1 磁偶极矩

我们来看一个任意形状电流环的矢量势

A⃗(r⃗) =
µ0

4π

∫
j⃗(r⃗′)

|r⃗ − r⃗′|
dr⃗′ (8.4)

r

r' dl

θ

图 8.1:

81
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假设r >> r′，对 1

|r⃗−r⃗′|
展开：

1

|r⃗ − r⃗′|
=

1√
r2 + r′2 − 2rr′ cos θ

(8.5)

=
1

r

(
1 +

r′

r
cos θ + · · ·

)
(只保留到二阶) (8.6)

于是

A⃗(r⃗) =
µ0

4π

∫
j⃗(r⃗′)

r

(
1 +

r′

r
cos θ + · · ·

)
dr⃗ (8.7)

=
µ0I

4π

∮ (
1

r
+

1

r2
r′ cos θ + · · ·

)
d⃗l (8.8)

单极 偶极 · · ·

=
µ0I

4π

(
1

r

∮
d⃗l +

1

r2

∮
r′ cos θd⃗l + · · ·

)
(8.9)

第一项
∮
d⃗l = 0，磁单极矩恒为0。这本质上来源于∇·B⃗ = 0（隐含在A⃗中），

右侧为零意味着无源。

最主要的项是磁偶极矩：

A⃗dip =
µ0I

4πr2

∮
r′ cos θd⃗l =

µ0I

4πr2

∮
(r̂ · r⃗′)d⃗l (8.10)

利用Stokes定理的一个变形：∇ψ × dS⃗ = −
∮
ψd⃗l， 令ψ = r̂ · r⃗′，容易证

明∇′(r̂ · r⃗′) = r̂。于是，∮
(r⃗ · r⃗′)d⃗l = −

∫
∇′(r̂ · r⃗′)× dS⃗ = −r̂ ×

∫
dS⃗ = −r̂ × S⃗ (8.11)

dS⃗和d⃗l的方向通过电流用右手定则确定。S⃗为面积矢量，定义为
∫
dS⃗。这样

A⃗dip =
µ0I

4πr2
(−r̂ × S⃗) =

µ0

4π

m⃗× r̂

r2
(8.12)

m⃗ = IS⃗，称为磁偶极矩。

y

z

x

φ

θ

图 8.2:
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由A⃗可以求出B⃗。将一磁偶极子置于原点，并取 m⃗ = mẑ。

m⃗× r̂ =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

0 0 m
x
r

y
r

z
r

∣∣∣∣∣∣ = mx

r
ŷ − my

x
x̂ (8.13)

所以，
A⃗ = −µ0my

4πr3
x̂+

µ0mx

4πr3
ŷ (8.14)

Bx =
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
=
µ0

4π

3mxz

r5
(8.15)

By =
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x
=
µ0

4π

3myz

r5
(8.16)

Bz =
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y
=
µ0

4π

m(3z2 − r2)

r5
(8.17)

x = r sin θ cosϕ y = r sin θ sinϕ z = r cos θ (8.18)

m

图 8.3:

可得到
B⃗ =

µ0m

4πr3
(2 cos θr̂ + sin θθ̂) (8.19)

也可写为 µ0

4π
1
r3
(3(m⃗ · r̂)r̂ − m⃗)

这里

r̂ = sin θ cosϕx̂+ sin θ sinϕŷ + cos θẑ (8.20)
θ̂ = cos θ cosϕx̂+ cos θ sinϕŷ − sin θẑ (8.21)

Lorentz力给出磁场力为qv⃗×B⃗，写成电荷密度的形式为ρr⃗×B⃗dr⃗，而ρv⃗ = j⃗，
所以一个电流体系受到的磁场力为

∫
dr⃗ j⃗ × B⃗(r⃗)。磁场力对电荷做的机械功

为0：F⃗ · dr⃗ = q(r⃗ × B⃗) · v⃗δt = 0。

对于一个磁偶极子，如果外磁场均匀：

F⃗ = I

∮
d⃗l × B⃗ = I(

∮
d⃗l)× B⃗ = 0 (8.22)
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不受力。不加证明地，力矩为

N⃗ = m⃗× B⃗ (8.23)

如果外磁场不均匀，可以证明，

F⃗ = ∇(m⃗ · B⃗) (8.24)

对于静磁场，

F⃗ = ∇(m⃗ · B⃗) = (m⃗ · B⃗)B⃗ + m⃗× (∇× B⃗) = (m⃗ · ∇)B⃗ (8.25)

8.2 原子的磁偶极矩

原子中的电子做轨道运动，角动量L = mevr。电流的大小为 ev
2πr

（电流是单
位时间通过的电荷量，eπr/v是运动周期）。于是磁矩m = ev

2πr
· πr2 = evr

2
=

e
2me

L。考虑到方向

m⃗ = − e

2me

L⃗ (8.26)

这个关系相当普遍，在量子力学中也成立（系数略作修改）。

类似介电体，我们可以定义一个磁偶极密度，称为磁化强度

M⃗ =
∑

m⃗i/V (8.27)

与介电体类似，一个没有固定磁偶极矩的原子或分子可以被外场诱导出磁偶
极矩。一个具有固有磁偶极矩的原子或分子在外场下发生转动。当然固有磁
偶极矩的大小在外场诱导下也可能会改变，但这个效应通常比固有磁偶极矩
带来的要小很多，因此不准备考虑。这样就有两个效应：无固有磁偶极矩的
原子被磁场诱导出磁偶极矩以及固有磁偶极矩在外磁场下的转动。

无固有磁矩的原子（如满壳层原子）中，考虑电子在外磁场下的运动方程。
1T磁场时电子的Larmor频率大约为1010 Hz量级。Larmor定理中第二项与库
仑力F的比值为

meΩ
2
La

F
∼ meΩ

2
La

2

Fa
(8.28)

其中a为原子半径。Fa的大小为eV量级，而分子为10−10 eV量级。因此第
二项可以忽略。于是我们看到，在转动参考系中，原子中的电子遵循与无
磁场时实验室参考系中相同的运动方程。假定磁场与电子轨道平面垂直。
如果电子轨道角速度与磁场同向，那么在实验室参考系中，磁场使得电
子运动的角速度增加了eB/2m。如果电子轨道角速度与磁场反向，则角速
度减少了eB/2m。两种情况下，轨道半径都不变。因此对于电子轨道角动
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量L = meωr
2，当电子轨道角速度与磁场同向时，L增加eBr2/2，否则减

少eBr2/2，其变化总是平行于磁场。对于磁矩，一般有

δm⃗ = −e
2r2

4me

B⃗ (8.29)

磁矩的变化总是反平行于磁场。

一个本没有磁矩的分子在外场诱导下会出现这样一个磁矩。这个磁矩与外
场方向相反，其产生的磁场倾向于抵消外磁场。这种效应称为抗磁性。一般
地，在磁场作用下，一个原子（或离子）都会诱导出一个相反磁场的磁矩。
这是一个普遍的现象，不仅限于无固有磁矩的原子。只是固有磁矩具有的所
谓顺磁性一般地会远大于抗磁性。下面讨论顺磁性。

一个原子的固有磁矩一般可以写为（不考虑自旋）

m⃗ = − e

2me

L⃗ (8.30)

外磁场施加的力矩为m⃗ × B⃗，倾向于将m⃗与B⃗平行排列。于是诱导的磁场
与外磁场平行，称为顺磁性。与电介质类似，热平均后一个原子的磁矩∼
m2

kBT
B。

m
B

B×m

图 8.4:

与抗磁性比较： e2r2

4me
/ m2

kBT
= e2r2

4me
/ e2v2r2

4kBT
= kBT

mv2
，分母是电子的动能在eV量级，

而室温下kBT ∼ 0.025eV。因此顺磁性远大于抗磁性，除非固有磁矩为0，没
有顺磁性。

电子除轨道运动贡献顺磁性外，还有自旋。自旋角动量为S⃗，对磁矩的贡献
是− e

me
S⃗。量子力学会告诉我们一个原子的磁矩为m⃗ = −g( e

2me
)J⃗。J⃗是包括

轨道和自旋的总角动量。g称为Lande因子。对于纯轨道角动量 g = 1，对于
纯自旋角动量 g = 2，J⃗对于一类原子（离子）是内禀的已知物理量。

可以做一小结，来看看各种不同的电子对磁性能的贡献是怎样的。原子的内
层电子均为满壳层，所以 L⃗ = 0。每个轨道上有自旋相反的两个电子，所以
S⃗ = 0。因此，总的J⃗ = 0。所以内层电子只贡献抗磁性。外层电子如为满壳
层，也只有抗磁性，如F−，He，Li+等。对于电子的轨道运动，抗磁性总是
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存在的，包括外层电子。但外层电子如果J⃗ ̸= 0，则可能会有顺磁的贡献。
原子或分子中经常会出现电子对（如形成化学键）。这时 S⃗ = 0，但可能还
有轨道的贡献。一般地，永久磁矩经常来源于未配对电子的自旋或者电子的
轨道运动。如果一个原子有奇数个电子，那么一定有一个未配对电子，从而
有顺磁性。即使有偶数个电子，但有未占据的轨道，仍然有顺磁性，如3d的
过渡金属原子，4f的稀土金属原子。大多数情况下，分子没有永久磁矩，因
为形成了电子配对的化学键。有些分子如NO，有15个电子，是顺磁的。

物质被磁化后，出现不为0的M⃗。类似于介电体，M⃗对应于体电流密度∇ ×
M⃗和面电流密度M⃗ × n̂。

面电流密度如图所示。假设均匀磁化，则内部电流彼此抵消，电流只存在
于表面上。单位面积的磁矩为M。每个小磁矩面积为a，高为h。于是磁矩
为m = Ia。同时m =Mah，这样I =Mh，面电流密度= I

h
=M。

z

M

I

图 8.5:

以上是磁化均匀的情形。当磁化不均匀时，内部的电流一般不再会抵消。如
图，左右两块的Mz不同，因而电流也不同。在两块相连的那个面上，两边
的电流的差值就是静电流沿x方向的大小。

y

z

x

∆y

∆x
∆z

图 8.6:
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Ix = (Mz(y +∆y)−Mzy)∆z =
∂Mz

∂y
∆y∆z (8.31)

类似可以得到My的不同带来的Ix为−∂My

∂z
∆y∆z。于是，Ix = (∂Mz

∂y
−∂My

∂z
)∆y∆z。

而面积为∆y∆z，因此jx = ∂Mz

∂y
− ∂My

∂z
。一般地，J⃗ = ∇× M⃗。

对于静磁学，体电流密度∇ × M⃗和面电流密度M⃗ × n̂是稳恒电流，∇ · J⃗ =

0。 ⃗̄Bself由∇× M⃗和M⃗ × n̂产生的。 于是

∇× ⃗̄B = µ0(J⃗ext + J⃗dip) (8.32)

J⃗ext为外部电流。J⃗dip为介质自身磁偶极子对应的电流。将J⃗dip = ∇× M⃗代入
得到

∇× ⃗̄B = µ0(J⃗ext +∇× M⃗) (8.33)

∇×

(
B⃗

µ0

− M⃗

)
= J⃗ext (8.34)

可以定义一个量

H⃗ =
⃗̄B

µ0

− M⃗ (8.35)

称为磁场强度，有

∇× H⃗ = J⃗ext (8.36)∮
H⃗ · d⃗l = I (8.37)

H⃗类似于D⃗，是个辅助场，不是必须的。但H⃗很有用（相比D⃗而言），原因
来自于实际应用。在讨论电学应用时，一般地我们会已知电势而不是电荷，
电势直接与E⃗相关，而不是D⃗。在讨论磁学应用时，通常我们给出的是外部
的电流（如电磁铁），这个电流与H⃗直接相关。

对于线性介质，M⃗ ∝ H⃗。定义M⃗ = χmH⃗。χm是一个无量纲的数。顺磁
介质χm > 0，典型的大小是10−2 ∼ 10−3。抗磁介质χm < 0，典型的大小
是10−5。 ⃗̄B = µ0(H⃗+M⃗) = µ0(1+χm)H⃗。定义 µ = µ0(1+χm)，有 ⃗̄B = µH⃗。

给定外电流和介质，场的分布可以通过解边值问题得到。由于∇ · ⃗̄B =

0， ⃗̄B在界面上的垂直分量连续。由于∇ × H⃗ = J⃗，H⃗在界面上 H⃗ ′′
2 − H⃗ ′′

1 =

K⃗ × n̂，K⃗为面电流密度。

例

一个同轴电缆，内外导体电流为I，电流密度均匀分布，绝缘层的χm已知。
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a

b
c z

图 8.7:

内外导体的电流密度分别为

J⃗i =
Iẑ

πa2
(8.38)

J⃗o =
−Iẑ

π(c2 − b2)
(8.39)

由于对称性 H⃗ = H(ρ)ϕ̂。取逆时针的圆回路，利用
∮
H⃗ · d⃗l = I，可分别得到

H(ρ) =
Iρ

2πa2
, ρ ≤ a (8.40)

H(ρ) =
I

2πρ
, a ≤ ρ ≤ b (8.41)

H(ρ) =
I(c2 − ρ2)

2π(c2 − b2)
, b ≤ ρ ≤ c (8.42)

H(ρ) = 0, ρ ≥ c (8.43)

可以验证以上解满足界面上的边界条件。

H

ρa b c

图 8.8:

在导体中 ⃗̄B = µ0H⃗。在绝缘层中， ⃗̄B = µ0(1 + χm)H⃗。由此绝缘层中的M⃗ =

χm
I

2πρ
ϕ̂。容易验证∇× M⃗ = 0，因此体内没有电流。在两个界面上面电流密

度为M⃗ × n̂。在半径为a的内表面，n̂ = −ρ̂，K⃗ = M⃗ × (−ρ̂) = χm
I

2πa
k̂。在

半径为b的外表面，n̂ = ρ̂，K⃗ = M⃗ × ρ⃗ = −χm
I

2πb
k̂。内外表面上的总电流都

是χmI。
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至此为止，我们所讨论的介质在没有外场时就没有磁矩。即使每个原子有固
有磁矩，但无外场时，其分布的方向是无规的，因此M⃗ = 0。然而，对于有
些物质，原子之间有很强的关联，可以使其固有磁矩具有一定的方向性。即
使没有外场，M⃗也不为0。我们称这种物质具有铁磁性。例如，Fe、Co、Ni金
属以及SmCo等合金。铁磁体都有一个特征温度，称为Curie温度Tc。例如，
Fe的Tc = 1043 K、Co的Tc = 1388 K、Ni的Tc = 627 K。在Tc之上表现为顺磁
性。到达Tc后发生相变，低温下为铁磁相。

以Fe为例，其3d轨道上有6个电子。按照洪特规则（Hund's rule），轨道占据
方式为↑↓ ↑ ↑ ↑ ↑，5个d轨道上有4个是单占据。如不考虑轨道角动量的贡
献（由于晶体场的存在，这部分角动量对于磁矩的贡献常常被淬灭），一
个铁原子会贡献四个电子自旋的磁矩。一个电子的m⃗ = − e

me
S⃗，自旋S⃗是量

子化的，取值为ℏ/2。于是一个电子的磁矩是 eℏ
2me

，定义波尔（Bohr）磁子
µB = eℏ

2me
。一个Fe原子对磁矩有四个Bohr磁子的贡献。

原子磁矩之间的相互作用主要是静电力，而不是磁矩-磁矩间的相互作用。这
种静电耦合（也称交换作用）具有纯量子力学的来源。磁矩间相互作用的大
小可做如下估计，磁矩间相互作用能∼ µ0

4π
m⃗1·m⃗2

r3
，m ∼ µB ∼ 10−23 A ·m2，r ∼

10−10 m，能量 ∼ 10−4 eV，远远低于室温，因此不可能使原子磁矩在室温下
排列成有序结构。由于原子间有起源于量子力学的所谓交换作用，原子的磁
矩有可能排成有序的结构，具有铁磁性。我们已经讨论了出现铁磁性的两个
要素：原子本身具有磁矩、电子间的交换相互作用。还有一个要素：各向异
性能。如果没有各向异性，磁矩就有可能取任意方向。但一般地一个铁磁体
的磁化方向总有几个能量最低的取向，其来源是电子的自旋-轨道相互作用。
晶格的各向异性导致了自旋取向的各向异性。

图 8.9:
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图 8.10:

有了以上三个要素后，在Tc之下，一个铁磁体在没有外磁场的情况下会出现
磁有序结构。但是事实上，如果没有外磁场磁化，一个铁磁体通常表现不出
宏观磁场。其原因是一个铁磁体中会出现很多磁畴。如图，每个磁畴内部磁
矩有序排列，但畴之间的排布方式倾向于将磁场相互抵消。出现磁畴的原因
是前面忽略的偶极矩间的纯磁性相互作用。起源于量子力学的交换作用非常
短程，随距离呈指数衰减，一般只存在于近邻原子间。但磁偶极作用要长程
得多，在宏观尺度上就不能忽略了。偶极作用倾向于将磁矩反向排列以降低
能量，因此与铁磁的交换作用是竞争关系。当一个磁畴大到一定尺寸后，偶
极作用开始发挥明显的作用，产生如图的结构。各磁畴的磁矩通常排列成一
定的形式以降低总体能量。即使温度在Tc之下，仍然没有宏观磁场。为了使
一个铁磁体出现宏观磁性，需要进行磁化。在外磁场下，某些磁畴的能量更
低些。这会导致一个磁畴的磁化方向的整体转动。也可能使磁畴间的所谓畴
壁发生移动，使得能量低的磁畴吃掉能量高的，最终出现宏观磁场。当外磁
场撤去后，材料中存在的各种杂质会将畴壁钉扎住，不会都回到最低能量状
态，从而仍然有磁场产生。在机械振动等作用下，磁铁还可以退磁，回到能
量最低的状态。

如图是一个常见的磁化曲线，称为磁滞回线。
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图 8.11:

测量这条曲线的装置如图所示

I

图 8.12:

由安培定律H = nI，n为单位长度的匝数。右边的线圈可以通过Faraday感应
定律得到B。从I = 0出发，起始磁化曲线为Oa，非线性。这条曲线上经历
了磁畴的转动和畴壁的移动。到达a点后达到饱和。再增加H，B几乎不再增
加，曲线几乎变平。这时降低H，曲线不会沿原路返回而是到达b点。这时
即使没有外界磁化，材料仍有很大的M，称为剩磁Br。之后再反向磁化。当
外电流反向增加到一定值时（c点），B变为0，Hc称为矫顽力。对于一个永
磁体，希望有比较大的Br和Hc。Hc大可以防止被轻易退磁。Hc很大的磁体
称为硬磁材料。软磁材料Hc很小。

对于一个永磁体，如果知道M⃗，就可以利用µ0

4π

∫ ∇×M⃗(r⃗)

|r⃗−r⃗′|
dr⃗′ + µ0

4π

∮ M⃗(r⃗)

|r⃗−r⃗′|
×

dS⃗ ′得到磁场。 例如，如图圆柱条形永磁体。假设M⃗为常量，那么其磁场就
是一个面电流密度为M的螺线管的磁场。
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M

图 8.13:

铁磁物质的B和H呈非线性关系，但也可以定义一个µ = B/H。通常µ/µ0会
很大，因为这时同样一个外场会使很多自旋一同运动。如图，在边界上B的
垂直分量连续，而H的水平分量连续（因为无外电流），同时有B = µH。
由于铁磁材料µ很大，于是在铁磁一侧磁力线会被极大地束缚在体内。

图 8.14:

如图这样一个线圈，磁通量几乎被约束在铁芯中。这个效应在变压器等设备
上有重要的应用。

图 8.15:

又如下图中的磁屏蔽效应。µ很大的材料可以屏蔽外磁场。

图 8.16:
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最后讨论磁介质的能量。磁化过程中的磁化电流为∇×M⃗，并注意到Lorentz力
不做功，因而磁化过程导致的内能变化是

duM
dt

= (∇× M⃗) · E⃗ = (∇× E⃗) · M⃗ +∇ · (M⃗ × E⃗) (8.44)

最后一项全空间积分为0，而∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t
，所以

duM
dt

= −∂B⃗
∂t

· M⃗ (8.45)

即
duM = −M · dB⃗ (8.46)



94 8. 磁介质



9 介质中的电磁波

再来看有介质时的非静态场。将完整的Maxwell方程组进行平均，有了如下
方程

∇ · D⃗ = ρext (9.1)

∇× ⃗̄E = −∂
⃗̄B

∂t
(9.2)

∇ · ⃗̄B = 0 (9.3)

∇× ⃗̄B = µ0J⃗ +
1

c2
∂ ⃗̄E

∂t
(9.4)

这里电流项不仅包括J⃗ext，因此需要对第四个方程进行改造。除J⃗ext和∇ ×
M⃗外，电流还有第三个来源：∂P⃗

∂t
。这在前面讨论介电体能量时已经给出。产

生这个电流的电荷并不能在固体中迁移，但会局域地产生位移，称为位移电
流。于是

∇× ⃗̄B = µ0J⃗ext + µ0∇× M⃗ + µ0
∂P⃗

∂t
+

1

c2
∂ ⃗̄E

∂t
(9.5)

将H⃗ = ⃗̄B/µ0 − M⃗和D⃗ = ϵ0
⃗̄E + P⃗代入，整理后

∇× H⃗ = J⃗ext +
∂D⃗

∂t
(9.6)

∂D⃗
∂t
也称为位移电流。

在介质中，无源的场方程是

∇ · D⃗ = 0 (9.7)

∇× ⃗̄E = −∂
⃗̄B

∂t
(9.8)

∇ · ⃗̄B = 0 (9.9)

∇× H⃗ =
∂D⃗

∂t
(9.10)

以及D = ϵĒ和H = B̄/µ。

95
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E

H

k

图 9.1:

将平面波

E⃗ = E0x̂ cos(kz − ωt) (9.11)
H⃗ = H0ŷ cos(kz − ωt) (9.12)

代入，得到ω = kc
n
，其中n =

√
µϵ

√
µ0ϵ0

，称为折射率。

以上的讨论假设了一件事：ϵ和µ和频率无关。这时D和E、H和B有简单的
关系。电磁波的相速度c/n也与频率无关。这种介质称为无色散。但一般
地，ϵ和µ代表介质对外场的响应，对频率有依赖性。这种依赖性来源于一个
系统对外界的响应往往不是瞬时的。这种非瞬时性来源于惯性，而非场的有
限传播速度。例如谐振子，其位移与驱动力之间存在相位差，并且相位差依
赖于频率。运动方程：

d2

dt2
+ γ

dx

dt
+ ω0x =

q

m
E0e

−iωt (9.13)

解为

x(t) =
q/m

ω2
0 − ω2 − iγω

E0e
−iωt (9.14)

电偶极矩p(t) = q2/m

ω2
0−ω2−iγω

E0e
−iωt，因此χe依赖于频率。

含时后，一般地

D⃗(r⃗, t) = ϵ0
⃗̄E(r⃗, t) +

∫ t

−∞
f(t− t′) ⃗̄E(r⃗, t′)dt′ (9.15)

Fourier变换
⃗̄E(r⃗, t) =

1

2π

∫ ∞

−∞
dω Ê(r⃗, ω)e−iωt (9.16)

D⃗(r⃗, t) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dω D̂(r⃗, ω)e−iωt (9.17)
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略去详细推导，可以有

D⃗(r⃗, ω) = ϵ̂(ω)Ê(r⃗, ω) (9.18)

其中ϵ̂(ω) = ϵ0 +
∫∞
0
f(t)e−iωdt

类似地，H⃗(r⃗, ω) = 1
µ̂(ω)

B̂(r⃗, ω)。

对于单一频率，将时间依赖关系代入无源的Maxwell方程组

∇ · D̂ = 0 (9.19)
∇× Ê = iωB̂ (9.20)
∇ · B̂ = 0 (9.21)
∇× Ĥ = −iωD̂ (9.22)

平面波解û(r⃗, ω) = û0(ω)e
ik⃗·r⃗为场的任一分量。代入到上式，得到

k⃗ · k⃗ = n2ω
2

c2
(9.23)

即
k =

n

c
ω (9.24)

令k = k′ + ik′′，有k′ = n′

c
ω。n′为n的实部。相速度vp =

c
n′。

介质是一个电荷体系，其产生的场也以c为传播速度。为什么会出现小于c的
相速度？前面讨论了一个关于极化的简单模型，受迫谐振子， 1

ω2
0−ω2−iγω

。
在ω < ω0时，由偶极子产生的场会落后一个相位。电磁波穿过介质后的场是
外部电荷产生的场与介质电荷产生的场的叠加。

eikx−iωt + iδeikx−iωt ≈ eikx−iωt+iδ (9.25)

相移δ会使得出射的波看上去在介质中经历了更长或更短的时间。

但是毕竟介质也不过是一个电荷体系。电磁场总是以光速传递相互作用的信
息。解决这个矛盾的关键是相速度并不是相互作用传递的速度。真正的相互
作用的传递速度仍然是c，无论是否有介质。这时需要考虑的速度是波前的
速度。这个速度并不是波包的速度。Sommerfield曾讨论过这样的问题：一个
波包的波前在t = 0时进入到介质中，处于z处的观察者多长时间后能测到非
零的场？答案是z/c。传递相互作用的速度一直都是c。

z

图 9.2:
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我们来关心介质中能量以什么样的速度传播。由于介质的存在，一般地这
个速度不等于vp，其原因如下。考虑介质中相邻的两个位置，能量从A传
到B。在能量传递过程中，并不是所有的时间里A都在对B做正功，因而能
量的传递与相位相比不同，通常速度会慢些。为了得到能量传递的速度，需
要仔细地计算之前曾经考虑过的能量守恒方程。得到能量密度u和能量通量
（Poynting矢量）S。能量传递速度vg = ⟨S⟩

⟨u⟩，又称为群速度，因为这个速度
正好又是波包的传播速度。⟨S⟩和⟨u⟩分别是时间的平均。

为计算方便，略去E⃗ · j⃗项，能量守恒关系：

∇ · S⃗ + ⃗̄E · ∂D⃗
∂t

+ H⃗ · ∂
⃗̄B

∂t
= 0 (9.26)

S⃗ = ⃗̄E × H⃗ (9.27)

由于色散的存在，能量密度不能再写为1
2
ϵĒ2 + 1

2
µH2。例如做时间微分∂D⃗

∂t
时

需要 ⃗̄E和D⃗的一般关系。略去数学推导，可以证明对于一个单色波，忽略吸
收（µ̂,ϵ̂为实）

⟨S⟩ = vp

(
1

2
ϵ̂⟨Ē2⟩+ 1

2
µ̂⟨H2⟩

)
(9.28)

⟨u⟩ =

(
1

2
ϵ̂⟨Ē2⟩+ 1

2
µ̂⟨H2⟩

)
d ln(ωn)
d lnω

(9.29)

这里ϵ̂, µ̂和n都是ω的函数，忽略吸收，它们都是实数，于是能量传播速度

vg =
⟨S⟩
⟨u⟩

=
vp

d ln(ωn)
d lnω

=
c

n

1
ω
dω

1
ωn
d(ωn)

= c
dω

d(ωn
c
)
=

dω
dk

(9.30)

vg =
dω
dk是一个单色波的能量传播速度，并不一定需要通过构造波包得到。在

以上推导中用到了关于ω的Taylor展开，并只取得一阶微分项。如果色散关系
对ω变化比较剧烈，上述推导不再适用。这时往往会出现vg > c，此时vg也不
再能用来表达能量传播速度。
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迄今为止，我们已经讨论了电磁场的宏观物理。这时物理量的空间特征尺寸
远大于原子尺度。现在再考虑另一个空间尺度：物体的线度。当电磁场的特
征尺度远大于物体的线度时，我们会用一套新的语言来描述其中的物理。

我们设定这样一个场景：（1）真空中的一些导体组成一个网络，其中的电
子在外界驱动力（电动势）作用下运动。（2）导体之外无电荷。（3）导
体非磁性，并忽略磁化。（4）不考虑介质。这个场景是对电路的抽象和简
化。电路中的元件看做一系列导体，它们组成一个网络。

在真空中有

∇ · ⃗̄E = 0 (10.1)

∇× ⃗̄E = −∂
⃗̄B

∂t
(10.2)

∇ · ⃗̄B = 0 (10.3)

∇× ⃗̄B =
1

c2
∂ ⃗̄E

∂t
(10.4)

之前在讨论导体静电学时曾经提到过，导体中电荷密度的弛豫时间为10−15

s。如果所讨论问题的时间尺度远长于这个弛豫时间，那么可以认为导体内
部电荷密度处处为零。于是，在导体中有

∇ · ⃗̄E = 0 (10.5)

∇× ⃗̄E = −∂
⃗̄B

∂t
(10.6)

∇ · ⃗̄B = 0 (10.7)

∇× ⃗̄B = µ0J⃗ +
1

c2
∂ ⃗̄E

∂t
(10.8)

系统的特征长度为l，电磁场的特征时间为τ。由第二个和第四个方程分别可
知

Ē

l
∼ B̄

τ
(10.9)

B̄

l
∼ µ0J +

1

c2τ
Ē (10.10)

99
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由此二式得到 Ē ∼ µ0Jl
τ
l
(1− l2

c2τ2
)
。下面来看位移电流与真实电流的比值

1
c2

∂Ē
∂t

µ0J
∼

Ē
c2τ

µ0J
=

Ē

µ0Jc2τ
∼ µ0Jl

τ
l
(1− l2

c2τ2
)

1

µ0Jc2τ
=

l2/c2τ 2

1− l2/c2τ 2
=

1
c2τ2

l2
− 1
(10.11)

当cτ/l >> 1时，上式远小于1，即l << cτ ∼ λ时，λ为波长，位移电流可以
忽略。这个条件意味当电磁场的波长远远大于系统线度时，推迟效应就可以
忽略，相互作用的传递速度可以取作无穷大。我们称这种情形为准静态场。
做一个数值的估计，对于1 cm（许多应用中器件的尺度）的线度，场的传播
时间∼ 10−10 s，如果频率<< 1 GHz，就可以做准静态近似。这时只需要考
虑法拉第电磁感应。导体中的方程是

∇ · ⃗̄E = 0 (10.12)

∇× ⃗̄E = −∂
⃗̄B

∂t
(10.13)

∇ · ⃗̄B = 0 (10.14)

∇× ⃗̄B = µ0J⃗ (10.15)

真空中J = 0。这意味着我们仍然可以使用Biot-Savart定律计算磁场。

导体网络中的导体可以做成各种形状，称作电路。电路的用途在于信息处
理，即将输入信号按照要求换变为输出信号。根据电磁学中对各个可观测量
的定义，电流是最容易直接测量的，因此往往用电流来代表信号。电路中的
单元称为元件。这些元件中的一类称为无源元件，主要包括电阻、电容、电
感。它们的尺度都在厘米量级，在低频情况下可以做准静态近似。可以证明
对于一大类信息处理问题，所需电路可以由电阻、电容、电感构造出来。

由于法拉第电磁感应效应，电场不再无旋，因此不能定义电势。这时电场对
于一个路径的积分一般地会依赖于路径。所以在用仪表测量一个元件两端的
电压降时，读数会依赖于具体的走线方式。当然如果频率很低时，这个效应
并不明显。设计电路板时，人们需要考虑电磁感应，往往需要进行仿真计算
来得到输入和输出电流间的真实关系。元件的标称值可以用作零级近似的电
路分析。但真实的电路需要考虑电磁感应。电磁感应等效应在很多场合会被
认为是噪音的来源。

静态场下定义的电阻值R在交流电路中严格意义下只是名义上的。当然如果
频率不高时电压降的测量结果（依赖于具体走线）与电流的比值应该比较接
近R。当频率较高时，由于所谓趋肤效应，电流密度在电阻中的分布会与直
流时有明显不同，同时电导率也会随频率发生变化，因此电压降与电流的比
值会依赖于频率。

再考虑电容。对于导体系统，静电势ϕ̄满足方程∇2ϕ̄ = 0。由该方程的数学性
质可以证明如下定理。
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唯一性定理 ：对于一组给定ϕk或Qk的导体，导体之外的空间中ϕ(r⃗)唯一确
定。

唯一性定理告诉我们如果找到了一个∇2ϕ = 0的解，它在每个导体上满足给
定的电势或总电荷这样的边界条件，那么这个解就是唯一的。我们来看由此
可以得到哪些推论。

作为一个边界条件，取无限远处电势为0。如果只有一个导体，并假设其电
势为0，那么可以得出ϕ处处为0。这是因为ϕ(r⃗) = 0满足方程∇2ϕ = 0以及无
限远处和导体上的边界条件。由唯一性定理可知这是唯一的解。

如果这个导体上的电势ϕ0 ̸= 0，则一般地ϕ(r⃗) ̸= 0。导体上的电荷Q =
−ϵ0

∫
∇ϕ· da⃗。现在将ϕ0改变λ倍：ϕ0 → λϕ0。这时λϕ满足∇2(λϕ) = λ∇2ϕ =

0以及导体上电势为λϕ0的边界条件。由唯一性定理可知λϕ(r⃗)是新的边界条
件下电势的解。此时导体上的总电荷−ϵ0

∫
∇(λϕ) · da⃗ = λQ。于是我们得

到Q与ϕ0成正比。记Q = Cϕ0，C称为电容

C = −ϵ0
∫

∇(λϕ) · da⃗/ϕ0 (10.16)

是一个由导体几何形状决定的常数。

现在考虑多个导体的情形。N个导体分别记为1，2，· · ·，N。先让某一
个导体的电势不为0，其余均为0：(0, · · · , ϕi, · · · , 0)。这时导体上的电荷
分别为(Q

(i)
1 , Q

(i)
2 , · · · , Q

(i)
N )。ϕ(i)(r⃗)为在导体上满足上述边界条件时的电势

分布。ϕ(i)(r⃗)在第i个导体上取值为ϕi，其它导体上取值为0。由唯一性定
理，ϕi → λϕi时，ϕ(i)(r⃗) → λϕ(i)(r⃗)。于是Q

(i)
j → λQ

(i)
j ，即Q

(i)
j 与ϕ(i)成正

比。记Q
(i)
j = Cjiϕi，其中Cji = −ϵ0

∫
∇ϕ(i) · da⃗j/ϕi为常数，称为电容系数。

下面再考虑一般的情况。导体上电势分别为ϕ1, · · · , ϕN，可以证明ϕ(r⃗) =∑
i

ϕ(i)(r⃗)。这是因为在任意一个导体i上，ϕ(i)(r⃗) = ϕi满足所需边界条件。由

唯一性定理可知ϕ(r⃗)为解。这时，

Qi = −ϵ0
∫

∇ϕ(r⃗) · da⃗i (10.17)

= −ϵ0
∫ ∑

j

∇ϕ(j)(r⃗) · da⃗i (10.18)

=
∑
j

(−ϵ0
∫

∇ϕ(j)(r⃗) · da⃗i) (10.19)

=
∑
j

Cijϕj (10.20)

即
Qi =

∑
j

Cijϕj (10.21)
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导体系统中电荷与电势存在如上的线性关系，并可以定义一系列电容系数。
还可以证明Cij = Cji。 电容系数构成了一个对称矩阵。矩阵求逆后得到如下
关系：

ϕi =
∑
j

PijQj (10.22)

Pij称为电势系数。

导体系统的能量可以由如下方法得到

UE =
1

2

∫
dr⃗ ρ(r⃗)ϕ(r⃗) =

1

2

∑
ϕk

∫
Sk

dS σk =
1

2

∑
Qkϕk (10.23)

这个能量仅考虑了表面电荷的贡献，不包括导体的内能。

UE =
1

2

∑
ij

Cijϕiϕj =
1

2

∑
ij

PijQiQj (10.24)

两导体电容器

两个导体带相反的电荷Q和−Q，则电势分别为

ϕ1 = (P11 − P12)Q (10.25)
ϕ2 = (P12 − P22)Q (10.26)

电压降V = ϕ1 − ϕ2 = (P11 + P22 − 2P12)Q。电容器的电容定义为

C =
Q

V
=

C11C22 − C2
12

C11 + C22 + 2C12

(10.27)

对于电容，在频率不是很高时，仪器测量的电压降V仍然很好地满足V =
Q
C
，而I = dQ

dt
，所以有I = C dV

dt
。

最后考虑电感。当一个电流回路中电流发生变化时，这个回路中会感应出
电动势 −dΦ

dt
。一般地，这个电动势会阻碍电流的变化，Φ正比于回路中的电

流。定义 L = Φ/I，称为自感，那么E = −LdI
dt
。一个电路中的自感会改变

其时间特征，如图。合上开关后，施加在电阻上的电动势是E0 −LdI
dt

= IR。
在t = 0时合上开关，这一瞬间I = 0。以此为初始条件，方程的解为I(t) =
E0
R
(1− exp(−Rt

τ
))。电路的时间常数是L

R
。当t→ ∞时，I → E0/R

图 10.1:



103

两个电路间的一种耦合方式是互感。电路1在2中产生的磁通量是Φ21 ∝ I1。
定义互感M21 = Φ21/I。I1发生变化时，E21 = −dΦ21

dt
= −M21

dI1
dt
，可以证

明M21 =M12。

I
1

I
2

图 10.2:


